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8 Distribuzioni congiunte

Nei casi trattati, gli esiti di un esperimento erano
considerati realizzazioni di una singola variabile ca-
suale. Tuttavia, in alcune situazioni puo essere ne-
cessario o desiderabile ottenere esiti simultanei da
piu variabili casuali.

Bisogna percio estendere il concetto di variabile ca-
suale, di funzione di ripartizione, di funzione di den-
sita di una variabile casuale al caso n—dimensionale.

DEFINIZIONE: Chiamiamo variabile casuale n—di-
mensionale una funzione X = (Xy,...,X,): Q —
R™ tale che Y(ry,...,r,) € R"

{fweQ: Xqj(w) <ry,..., X, (w) <r,}eun evento

Quindi una variabile casuale n—dimensionale ¢ una
n—upla di variabili casuali, le quali associano un nu-
mero ad un risultato.

DEFINIZIONE: Chiamiamo funzione di ripartizione

congiunta di X7y, ..., X,,, la funzione

Fx, x, R"—|0,1]
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tale che Vo = (21, ..., x,)
Fx, . .x,(v1,....2,) = P X1 <2,.., X, <)

Come nel caso 1-D. per definire la funzione di den-
sita bisogna distinguere il caso discreto dal caso con-
tinuo. Noi ci occuperemo solo di variabili casuali
n—dimensionali discrete.

DEFINIZIONE: La variabile casuale X = (X, ..., X},)
e detta variabile casuale discreta n—dimensionale se
puo assumere valori solo in un insieme numerabile
(21, ..., ) di punti di R".

DEFINIZIONE: Chiamiamo funzione di densita di-
screta congiunta di X = (X7, ..., X,,), variabile ca-
suale discreta n—dimensionale, la funzione:

le’___’Xn(xl, ,xn) = P[Xl = T, ,Xn = $n]

Proprieta
® le,...,Xn<x17 ceey CUn> Z 0 v(xlj seey xn)

o> > > fxx, (T, x,) =1

e VACR" Pl(xy,....,x,) € Al =D fx,..x, (21, ..., 2,)
A
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Nel caso n=2 elenchiamo le proprieta della funzione
di ripartizione congiunta relativa alla variabile ca-
suale discreta bidimensionale (X, Y).

Proprieta di Fxy(x,y)
o lim Fxy(z,y)=0 Vy

T——00

e |im FXy(ZC y)—O YV

Y——00

* lim For(z,y) =1
Yy——+00

® sc x1 < X9 ey < 1o allora
Ploy < X <o,y <Y <] = Fxy (w2, y2)+

+Exyv(x1,y1)— Exy(z1,y2) — Fxy(ze,y1) > 0
o lim Fyy(x+h,y) = hm FXY(:U y+h)=

h—07
= Fxy(x,y) (Contmulta a destra)

DEFINIZIONE: Date X, Y variabili casuali congiun-
te discrete

Fxy(z Z ZfXY T, Y;)

T <T yj<y
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dove x;, y; sono 1 puntl massa delle variabili casuali
congiunte X, Y .

Dalla funzione di densita congiunta fxy(z,y) delle
variabili casuali discrete congiunte X, Y e possibile
ricavare le funzioni di densita fx(-) di X e fy(-) di
Y, dette funzioni di densita marginali.

DEFINIZIONE: Le tunzioni di densita marginali di
X e di Y sono:

fx(xp) = Z fxy (@ yj)
fr(ye) = Z fX,Y(xja Ur)

. dalla funzione di densita congiunta e
possibile sempre ricavare le funzioni di densita mar-
ginali,

Ricordando la definizione di probabilita condizionata
P(ANB)
P(B)

se ora A ¢ I'evento definito da X = x e B ¢ I'evento

P(A|B) = . P(B)>0,
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definito da Y = y, allora

P X =xz,Y =y
PlY =y

ed e possibile dare la definizione formale di funzione

di densita condizionata.

PIX =z|Y =y] =

, PlY =y] >0

DEFINIZIONE: Date X, Y wvariabili casuali discrete
congiunte con funzione di densita congiunta fxy,
chiamiamo funzione di densita condizionata di X
dato Y = y, la funzione:

'/ fX,Y<x7y)
fxy(zly) = e fy(y) > 0.

)

Analogamente si definisce la funzione di densita
condizionata di Y, dato X = x. la funzione:

fX,Y(xa y)
frix(ylz) = (@) fx(z) > 0.
Conseguentemente ¢ possibile definire le funzioni di
ripartizione condizionate di Y, dato X =z, e di X,
dato Y = y:

Fyix(ylz) = PY <y|X = 1] =
= 3 Fxlyle),  fxl(@) >0
{j:yi<y}
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Fypy(zly) = P[X <Y =y] =
> Fxlasly), frly) >0

{jiwj<a}

fX,Y($,y) — fX|Y($’y> : fY<y>7
fxy(z,y) = fY|X<Z/\fU> - fx ().

Esempio. Lancio di due tetraedri (poliedri regolari a
4 facce) aventi le facce numerate da 1 a 4.
Chiamiamo X la variabile casuale che indica il nume-
ro sulla faccia rivolta verso il basso del 1° tetraedro,
Y la variabile casuale che indica il numero piu gran-
de fra quelli indicati sulle facce rivolte verso il basso
dei due tetraedri.

[ valori congiunti di X e Y sono:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
2,2) (2,3) (2,4)
) (3,4)
)
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Tabella 1: T valori di (X, Y’) nel lancio dei due tetraedri

1°T|2° T|(X,Y)
1 T | (LD
1 2 (1,2)
1 3 | (13)
1 4 (1,4)
2 1 (2,2)
2 2 (2,2)
2 3 | (2,3)
2 4 (2,4)
3 1

3 2

3 3

3 4| (34
4 1 (4,4)
4 2 (4,4)
4 3 (4,4)
4 4 (4,4)

Lo spazio campione €2 e formato da 16 elementi.
In quanti modi ottengo il risultato (2,2)7 %
In quanti modi ottengo il risultato (3,3)7

In quanti modi ottengo il risultato (4,4)?
Posso riassumere tutti i possibili risultati in una ta-

bella.

Tabella 2: I valori della funzione di densita congiunta

(X.Y) (L,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (2,2) | (2,3) | (2,4) | (3,3) | (3:4) | (44)
s 15 1% 15 12 15 14 L%
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Si noti che Zny(:UZ, y;) = 1.
0]

Dalla definizione di funzione di ripartizione congiun-
tasiha (ricordache Fxy(z,y) = Y. fxv(zi,y;)):

<, <7
rFX7Y(1> 1) =fxy(1,1) = 116
Fyy(1,2) = fxy(1,1) + fxy(1,2) = 126
{
Fry(1,3) = fxr(L1) + fxr(12) + fxp(1,3) = =
\FX7Y(174) = fxy(L 1)+ fxy(1,2) + fxy(1,3) + fx,

(Fev(2,1) = fry(L,1) =

Y(17 4) - 1_6

16
Fxy(2,2) = fyun+ﬁwwwﬁm@m=%
{ Fer(2.3) = Fry(LD) + Frv(12) + Frr(L3) + Frv(2,2)4
+ fxy(2,3) = 166
Frr@4) =
(Fer(®1) = frr(,1) = o
Py(3,2) = fry(L1) + frx(12) + frr(22) = -
$ Fev(3.3) = Frx(LD) + Frv(12) + frr(L3) + Frv(2,2)4
FFxx(23) + frr(3,3) = o
Frr(.4) = 1o
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( 1

Fxy(4,1) = —

X,Y( ) ) 16

4

F 4,2) = —

< X,Y( ) ) ].6
9

Fxvyv(4,3) = —

X,Y( ) ) 16
(Fxy(4,4) =1

Le seguenti figure riassumono i valori di Fyy(z,y)

ed i valori di fxy(x,y) con le relative funzioni di
densita marginali.

4<% | O | 446 | &6 | 4246 | 4
3441 0 | Y6 | eh6 | M6 | Ye
24821 O | 26 | 446 | 4/6 |4l
Ay | 0 | Mo | 46 | e | e

¥<a | 0 o 0 0 0

xcAd [ As xc¢2| 2sx<3 | 3sx¢q | 4sx

Figura 1: Tabella dei valori di Fxy(z,y)

a e Yhe | M6 | 6 *helfl
3 Mo | %o | 3o —£(»
2 | Yhe| He S R(2)
4| Ye ] — Re(
¢/ | 4] 2| 3] 4 @
T

%(U) ‘-‘fx@-) -ng) ‘%(U*)

Figura 2: Tabella dei valori di fxy(x,y) con le densita marginali
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. Le densita marginali si calcolano
piu facilmente sommando per righe o per colonne i
valori di fxy della tabella a doppia entrata.

Vogliamo ora calcolare le funzioni di densita condi-
zionate di Y dato X =2edato X =3

fX,Y<27 y)
fx(2)

fY\X(y|2) wi
se X =2=Y >2

fxy(2|2) = = =

1
2
1
ey B == o = 6~ 4 2=
1
4

Fey(d2) = fx<2) 4/16
se X =3=Y >3
fxy(3,3) 3/16 3
Fxy(313) = fx(3)  4/16 4 .
o _ x4 1/16 1 2=
Fey(43) = (3 4/16 4/

Esercizio. Calcolare fyx dati X = 1e X = 4.
Quanto vale fxy dati Y =1,2,3,47
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INDIPENDENZA

DEFINIZIONE: Data X = (Xq,...,X,,) variabile
casuale n—dimensionale (discreta o continua) con

funzione di densita congiunta fx, . x,, diciamo che
X1, ..., X, sono variabili casuali INDIPENDENTT se
e solo se

fXL...,Xn(:Ul) s I'n> ~ fX1<x1) (PPN an<:CTL)7

cioe la tunzione di densita congiunta si scrive come

PRODOTTO delle funzioni di densita marginali.

Nel caso 2-D si ha quindi che X, Y sono indipendenti
se e solo se fxy(m,1) = fx(@) - fr(y)

Dalla definizione di densita condizionata si ha:
fxy(x,y) = frix(yl|r)fx ()

percio

fY|X<y‘x> = fy(y)

cioe la densita condizionata di Y dato X = z ¢ la
densita non condizionata di Y.

Per mostrare che due variabili casuali non sono indi-
pendenti basta mostrare che fy|x(y|r) dipende da .
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Si puo provare che se Xy, ..., X,, sono variabili ca-
suali indipendenti e se gy, ..., g, sono n funzioni tali
che Y, = gi(Xy), k = 1,..,n, sono variabili casuali,
allora Y7, ..., Y, sono indipendenti.

Nell’esempio del lancio dei due tetraedri, alla doman-
da “Le variabili casuali X, Y sono indipendenti?”, la
risposta e NO!

Basta infatti trovare una coppia di valori (X, Y') per
i quali:

Frix(lz) # fr(y)
Per esempiose X =3, Y =2
frix(2]3) = P[Y =2|X = 3] =0 poich¢ Y < X
ma

v(2) = P[Y =2] = 3

Esempio

Da un gruppo di 12 batterie (3 nuove, 4 usate, 5 di-
fettose) ne vengono scelte 3 a caso. Indicato con

X = numero di batterie nuove

Y = numero di batterie usate

Probabilita e Statistica - E. Vuk, F. Zullo



Universita degli Studi di Brescia

tra quelle scelte, determinare la fxy(x,y).
Elenchiamo i possibili risultati:

NNN = f(3,0)
NND = £(2,0)
NDD = f(1,0)
(0,3)
0,1)

I

UlU = f
UDD = f

(non conta l'ordine)

(1) =
F,0) = Yl - &
71,0 = G — 1
F0,3) = 4 = 5
fo.n =4 - u

La seguente figura riassume i valori di fxy(z,y).
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=0 | Y2 | Yoz Y=3| 2 ()

X=O | 4/33 | 244 | 3/29 | 4/55 LZ/A10

X=4 | 3/92 [3/M4 | 9/140| O 2%/ 55

Y= | 45/220| 3/55 (o] (o) 34/ 290

X=3 | 4/220| O (o) 5 A/290

4, (W) [ Ay/55|28)55 | aa/s5 | /55 @

Figura 3: Tabella dei valori di fxy(x,y) con le marginali
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MODELLO DI VARIABILE CASUALE
N DIMENSIONALE DISCRETA

DISTRIBUZIONE MULTINOMIALE

Tale distribuzione e associata a prove ripetute e in-
dipendenti, che generalizzano il caso delle prove di
Bernoulli a 2 esiti a quello con piu di due esiti.
Supponiamo che esistano k + 1 esiti possibili distinti
di un tentativo. Siano sy, ..., Sy tali esiti.

Sia p; = Pls;|, i =1,...,k + 1 con

k41
>ori=1,=p1=1—(p1+..+pk
i—1

Ripetiamo le prove n volte.
Se le prove sono ripetute e indipendenti si ha:

TL' $k+1

r]
le,...7X,{,(331, ooy l’k) — P1 - Pry
ry!e s Tpg!
dove
k+1 k
YT =n, = T =N — )T

Pertanto cerco la probabilita che da n prove si ab-
biano esattamente x; esiti del tipo sy, x9 esiti del
tipo s9 € ... Ty esiti del tipo spy1.
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Un particolare ordinamento ha probabilita

I Lh41
Pi Prya

e di ordinamenti ne esistono:

n

w1l T

Elsempio

Su un quantitativo di merce, il 10% viene pagato in
ritardo, il 30% viene restituito.

Vengono effettuati 20 ordini.

Calcolare la probabilita che 3 ordini vengano pagati
in ritardo e 5 vengano restituiti (su un totale di 20).
Ipotesi: indipendenza

n = 20

X1 = 3, P1 = 01,

Xy = 5, Do = 03,
Tz3=N—T1 — Ty =20—3—5=12,
p3=1—p1—p2:1—0.1—0.320.6.

[1 valore cercato ¢
B 20!
3151121

p (0.1)° - (0.3)* - (0.6)** ~ 0.037
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