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9 Estensione del concetto di valore
atteso

Vogliamo ora estendere il concetto di valore atteso
di una variabile casuale 1-D al caso n—dimensionale.
Ci limitiamo ad analizzare 1l caso discreto.

DEFINIZIONE: Sia X = (X4, ..., X,,) una variabile
casuale n—dimensionale con funzione di densita con-
giunta fx, . x,(21,...,2,) esia g : R” — R una fun-
zione definita su Xy, ..., X, cioe g = g(Xq, ..., X;,)
(a sua volta ¢ una variabile casuale).

Definiamo VALORE ATTESO di g la quantita:

Elg(Xy,..., X Zg L1y eeey Tn) fxy o x, (X1, ey )

CASI PARTICOLARI
® g<X17 7Xn) — <Xl _ /LX@')Q
= Blg] = var[Xj] = 0%
Limitiamoci al caso bidimensionale (n = 2)
¢ g(X.Y) = (X — px)(Y — py)
= Elg] = E[(X — px)(Y — py)]
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DEFINIZIONE: Date le variabili casuali X e Y.
defintamo COVARIANZA di X e Y la quantita:

oxy = cov|X, Y] = E|(X — pux)(Y — py)]
PROPRIETA DELLA COVARIANZA

1. cov|X,Y]| = E|XY]| — puxpy
Dalla definizione:
X Y] = E[(X = px)(Y — py)] =
XY — py X — puxY + pxpy] =
XY| = py E[X] = px EY| + pxpy =
XY — pxpy

COV

—

|
o b b

2. covlaX,bY | =abcov[X,Y]  Va,beR
cov|aX,bY| = El(aX — apux)(bY — buy)|] =
abcov| X, Y]

3. cov| X, Y] = cov]Y, X]

4. cov| X, X]| = var| X]
cov[ X, X] = E[(X — px)?] = var[X]

5. cov[X +Y, Z] = cov| X, Z] + covl|Y, Z]
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Per provare 'ultima uguaglianza notiamo che:
coviX + Y, Z|=F|(X +Y)Z] — E[X + Y|E|Z]
T
per 1)

= FEXZ+YZ| - (E|X]|+ FE|Y|)E|Z]

= FE|XZ|+ FE|YZ| - EX|E|Z] — E|Y|E|Z]

= cov| X, Z] + cov|Y, Z]
La covarianza tra due variabili casuali descrive la
possibilita che tra le due variabili possa esistere una
relazione di tipo lineare.

Se la covarianza e nulla, tra X ed Y e possibile che
esista una relazione di tipo non lineare.

Esempio (numerico)

Tabella 1
X (-3 [-2]|-1]0|1|2!|3
Y |9 |41 ]0/1/419
X

Y | -27|-8|-1]0|1]8)27

E[X]=0, E[Y]=28/7, E[XY]=0;

allora cov| X, Y] = F[XY] — E|X|E[Y] =0,

ma tra X e Y sussiste la relazione Y = X?* (non
lineare).
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La covarianza dipende dall’unita di misura utilizza-
ta per misurare X e Y'; percio si preferisce usare un
altro indice, indipendente dall’unita di misura.
DEFINIZIONE: Date le variabili casuali X e Y con
covarianza cov| X, Y] e deviazioni standard rispetti-
vamente oy e oy, definlamo COEFFICIENTE DI
CORRELAZIONE di X e Y il numero:
COV[X, Y] OXxXy

pX,Y ca— f—
Ox0y O0x0y

Proprieta di pxy

1. |pX7y‘ S 1
2. pxy =0secov X, Y| =0
3. Se Y = mX + q (dipendenza lineare), allora

pxy =1 sem >0,
pxy =—1 sem <0.

Infatti:
cov[X, Y] = cov[ X, mX + ¢] = cov[X, mX] + cov[X, ¢

+

=0

= mcov[X, X] = mvar[X] = mok
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¢

var[Y] = varimX + ¢q] = m* var[X| =

= oy = mox> 0 per definizione di deviazione stan-
dard.

Quindi:
mo3,
aX-ma)Q(Zl sem >0,
PX,Y — _‘m|JX L
—=—=—1 sem <0.
ox-lmlox

4.¥Ya,b € R" puxoy = pxy
Infatti:

covlaX,bY| abcovX,Y]
OuXO0by L] ang0y

var[aX| = a*var[X]| = o,x = aocx > 0

var[bX| = b? var[X| = oyx = box > 0

PaX by = = PXY

DEFINIZIONE: Date le variabili casuali X e Y e
la funzione g(X,Y'), definiamo VALORE ATTESO
CONDIZIONATO di g, dato X = «, la quantita:

Elg(X,Y)|X =x] =) g(z.y)frx(ylz)
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escg(X,)Y)=Y
EIYIX = 2] = BY|X] = Y yfrix o)

Esempio. Calcolare il coefficiente di correlazione tra

le variabili casuali X,Y dell’esempio del lancio dei
due tetraedri.

Ricordiamo che pyy = C(;V)[j;:]

Dobbiamo calcolare la cov[X, Y] e quindi E[XY],
E[X]ed EY].

e g(X,Y)=XY

— nyfX,Y<x7 y) =
=1-1fxy(1,1)+1-2fxy(1,2) +1-3fxy(1,3)+
+1-4fxy(1,4) +2-2fxy(2,2) +2-3fxy(2,3)+
+2-4fxy(2,4) +3-3fxy(3,3) +3-4fxy(3,4)+
+4-4fxy(4,4) =

1 1 1 1 2 1
= — 42— 43— 44— 4 46—+

16 16 16 16 16 16

+ 8- 1+9 3+12 1+16 I
16 16 16 16 16

Per calcolare F[X] ed E|Y] possiamo utilizzare
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o g X,Y)=X
EX]=> afxy(ry)=1-> fxy(ly) +

+2-) fay(2y)+3- > fxyB)+
+4-) frr(d,y) =
Y

=1 1+1+1+1 + 2 2+1+1+
- 16 16 16 16 16 16 16
3= 1 4 40
3. — 4+ — 4. — —71L
* (16_%16)_+ 16 16
e g X,)Y)=Y
EY] = yfev(zy) =13 fryle,1)+

+ 2 - Z fij<£C, 2) + 3 - Z fij<33, 3) -+

X

1 1 2
+4-ZfX7y<QZ,4>:1-E—|—2° (1_6+E>+
1
_|_

+3.<1+1+3>+4.<1+1_+ 1)2
16 16 ' 16 16 16 16 ' 16
50

16
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oppure molto piu velocemente attraverso le funzioni
di densita marginali: E[X] =Y zfx(x)ed E[Y] =
>_Yfr(y), da cui

BIX]=1-fx(1)+2- fx(2) +3- fx(3) +4- fx(4)

S SO N DO
16 16 16 16 16
ed
EY]=1-fy(1)+2- fy(2)+3- f(3) +4- fy(4)
1 3 H 7 50
16jL 16+ 16Jr 16 16
cosicche:
135 40 50 5
cov[X,Y] = E[XY|-EX|E[Y] = —F — —— = —
16 16 16 &

Calcoliamo ora oy ¢ oy.
0% = var[X] = E[X?] — E[X]?

ed B[X?] =Y 2 fx(z) =

BIX? =1 fx(1) +4- fx(2) +9- fx(3) + 16 - fx(4)
. 4+4 4+9 4+16 4 120 15
16 16 16 16 16 2
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percio
15 /5\° 5 NG
Xl=_-"_(2) == _ Ve
var|X| 5 (2> 1= OX =
Analogamente
EY? =1-fy(1)+4- fr(2)+9- fr(3) +16- fy(4)
1 3 b 7 170 85
— 1.1 4. oI lU{B S — _ 2
16 * 16 S 16 * 16 16 8
da cui
¥ 85 [/25\% 55 _ /55
ar — — /Mo = — = —
v 3 3 64 . VoA " g
quindi
5/8 2

PXY = e R T VL

Adesso calcoliamo E|Y|X = 2]
Ricordiamo che

fxy(x,y)
fx()

EY|X =2|= Z%fwx(%@ = 2)

frix(yl|z) =
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ser=2=y>2

frix(2]2) = fol)V((é) 2) _ %
frix(32) = fof<<(22) 3) i
Frix(4]2) = fo§<<(22) 4) _ %
percio
E[Y‘X:2]=2-3+3-£+4é:%

Esempio. (prova scritta del 17.07.2007)

Si consideri un’urna contenente 12 palline numerate.
2 palline hanno inciso il numero 1.

4 palline hanno inciso il numero 2.

2 palline hanno inciso il numero 3.

4 palline hanno inciso il numero 4.

Viene estratta una pallina. Sia X la variabile casuale
che indica il numero inciso sulla pallina estratta ed
Y la variabile casuale data da 'V = (X — 2)2.
Calcolare:

1. la funzione di densita congiunta fx y e le relative
marginali;
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2. la covarianza:;

3. PIX > 2|y =1/2]

2 1
P X=1)=PX=3)=—=-;
(X=1)=P(X=3)== =1
4 1
P X=2)=P(X=4)=—=-.
(X=2)=P(X=t)=—=-
Inoltre )
X=2=Y=0 = X ={1,2,3,4}
1 1
X:3:>Y:§ :>Y:{O,§,2}
X=4=Y =2
x=4 | X=2| X=3| X=L|
1=0| o v = 2 > =43
»"‘V
\f=é s o - = =-l/f:
Ve | O | o O] o— v= ¥
AR

Figura 1: Tabella dei valori della funzione di densita congiunta fxy
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Dai valori di P(X =1), =1, ..,4 otteniamo subito
i valori della funzione di densita marginale fx.

Dai valori congiunti di X e Y individuiamo subito
nella tabella a doppia entrata le coppie (x,y) per le
quali la funzione di densita congiunta e diversa da

7ero (o)
Quindi
Fry(lg) == fxr(2.0) =
XY 72 _67 X, Y \4, _37
1 1 1
3,=) =~ 4,2) = =
fX,Y< 72> 6 ) fX,Y( ) ) 37
da cui si ricavano i valori della marginale fy:
1
fy(0) =3
1 g |
fY(i) — 6 S 6 = g
1
fr(2) = 3

2) Ovviamente X ed Y non sono indipendenti. In-

fatti presa la coppia (X,Y) = (1,0)
1 1
fxy(1,0) =0 ma fx(1)==¢e fy(0) = =

G 3
= fxy # fx - Iy
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1 1 1 1 1 1
EIXY]=1-~--42.0--4+3-~-~-4+4.2.-=3
XY] 5t 30503 .
1 1 1 I 8
EFX|=1--4+2-—-43-—-+4-—=-
X] S22 o3 o=
1 1 1 1 5
ElY=0-—+=-.-4+92.-=_
Y] 3+2 3Jr 3 6
20T DK
= cov[X,Y] =3 - ==~
cov| X, Y] 5 =%
1 1
@PW>ﬂY:d:szmY:d+
1
Fxr (9
1 1 XY 1/6
PIX =3|Y = =] = fxr(3]5) 2 /
2 2 1/3
fY<§)
1
1 1 fX,Y(4:§> 0
PIX = 4lY = 2] = fap(dls) = ——
2 2 1/3
fY<§)
1
jP[X>2|Y:_]:5
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Esempio. (prova scritta del 09.01.2017)

Sia X la variabile casuale che assume i valori {0, 1}
ed Y la variabile casuale che assume i valori {2, 3}.
Sapendo che

PlY =2] =

2
5 ,
PIX =0y =2 =Py =2)X =0] =,

calcolare

PIX = 1Y =3].

Costruisco la tabella a doppia entrata
X=0|X=1| fy
2

5

Y =2
Y =3
Ix @D

Ricordo che P|X = z|Y =y] = PLX—r Y=y ,

P[X=2,Y =y =
PlY =y|X =z] = P[_)?’:x]_y .

Dalla tabella ricavo subito P|Y = 3] =1 — % = @

mentre da

P[X=0,Y=
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ottengo
PIX=0,Y=2=PX=0]Y =2]-PlY =2| =
2 2

=z.2=
e quindi

PIX=1Y=2=2-2

15:@
e da

P[X=0,Y=2
PlY = 2|X = (] = 25202

(a{] )

ricavo | | /

P[X=0Y=2] _ 4/15 _
PIX =0] = P[Y=2[X=0] — 2/3 — @
Di conseguenza

PX=1=1-%=(%)

e infine

PX =0y =3=$-£=(3)

PX =1y =3 =$-2=(F)

Pertanto

PIX =1y =3 = 2528 - U0 =
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TEOREMA 1. Siano X,Y wvariabili casuali indi-
pendenti e g1, go funzioni tali che g1 = ¢1(X) e
go = go(Y') siano variabili casuali. Allora vale

Elg1 - g2 = Elg1] - Elg2]

Nel caso discreto

Elg\( 2291 v1)92(y;) fx v (i ;)

—fX(Iz)fY( ;)

— Zzgl 372 g2 y] fX(CUz)fY(yj)
—Zgl i) fx (i Zgz vi)fy(y;) = Elg1]Elga)

TEOREMA 2. Se X,Y sono variabili casuali indi-
pendenti allora cov| X, Y] =0
Basta scegliere:

g1(X) =X — px
9(Y) =Y — py
cosicche

cov| X, Y] = E|(X — px)(Y — py)]

= Elg192] =_Elg1|Elge] = E|X — px]ElY — py]

Th.1
= (EX] = px) (EY] = py) =0
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;If(p;ge: X, g2(Y) =Y e dal teorema 1)
EXY|=FEX|E]Y]| =
= cov|X,Y] = E|XY| - E|X|E|Y]|=0.

cov[X, Y] =0 = X,Y indipendenti
cioe se cov| X, Y] = Onon vale fxy(x,y) = fx(x)fy(y)

DEFINIZIONE: Due variabili casuali X, Y si dicono
non correlate se e solo se cov| X, Y] = 0.

Quindi:
INDIPENDENZA = NON CORRELAZIONE
&~

Vedi esempio in cui cov[X,Y] =0, ma ¥ = X~

. esiste un solo caso in cui cov| X, Y] =0
= indipendenza. Cio avviene quando la funzione di

densita congiunta di X ed Y e GAUSSIANA.
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COMBINAZIONI LINEARI DI VARIABILI
CASUALI

Date n variabili casuali X, ..., X, si consideri:
1) g(Xy,.... X)) =X14+ -+ X,

si ha che:

* Elg) = 2 EIX]

La dimostrazione e ovvia.

o var|g| = > var|X;| +2> > cov|X;, X]
i=1 U
i#]
Infatti:

var|g] = var [Z Xi]

o [(£ -5 )
(zn: (X, — E[X

=F
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n n

=By Z (Xi — E|Xi]) (X; — EX]])

1=

n

=Y ) ElX: - E[X)) (X, - E[X}])
i=1 j=1
si spezza nella somma in cui ¢ =

:>;E{X E|X } Zvar

e nella somma in cui ¢ # j

233 B((X - BX]) (X; - BLX,))

i=1 j=1
i#]
n n
— QZ Z COV[XZ', XJ]
=1 j=1
i#]
Per esempio, se scegliamo n = 2
g=X1+Xy

var [ X+ Xo) = F [(Xl + X2>2} — (B[X; + X))’
— E[X? 42X, X5 + X3] — (E[X)] + E [X,])’
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= F [X{] +2E [X1Xs] + E [X]] +
— (BPGP +2B[X)] B1X] + B1X])
= var|[X1] + var[ Xy] + 2 cov[ X7, X3]
Quanti sono i termini di covarianza?
n=2— cov| Xy, Xo] = 1
n =3 — cov| Xy, X, cov| Xy, X3, cov| Xy, X3] — 3
n =4 — cov| Xy, Xo|, cov| Xy, X3, cov| X1, Xy,
COV:XQ, X3 ; COV[XQ, X4], COV[Xg, X4] — 0

k(k—1)
2

n:k—>... o« o ..._>

quindi nel caso generale, in cui g = X7 + ... + X,

1 termini di covarianza sono — 5 mentre 1 termini
n(n+1)

di varianza sono n, per un totale di —=— termini
differenti.

2) g(Xl, ,Xn) = a1 X1+ -+ a,X,, cona; €R,
pertz=1,...,n.

o Lg] = éaiE[Xi]

La dimostrazione e ovvia.
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o varlg] = ZCLZZ var| X, + 2> > aa; cov| X, X
i=1 i

i#J
Infatti:
var|g| = var [Z az‘Xz‘]
i=1
= Z var|a; X;] + QZ Z cov|a; X;, a; X;]
i—1 i=1 j=1
i#]
= Z a7 var[X;] + 22 Zaiaj cov| X, Xj]
i=1 i=1 j=1
i#]

CASO PARTICOLARE
n=2, g(X,Y)=X=1Y

FElg| = EF[X £ Y] = E[X]| £ E[Y]
var|g] = var| X £ Y] = var[ X |+var|Y]|£2cov| X, Y]

3) 9(X1, ..., Xp) = X1+ -+ X, con X, adue adue
NON CORRELATE, cioe cov|X;, X;| = 0,7 # j
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e var|g| = var [ZXZ-] = > var| X}]
i=1 i=1

4) g(X1, ... X,) = X1+ -+ X, con X; a due

a due NON CORRELATE ed IDENTICAMENTE

DISTRIBUITE, cioe cov|X;, X;] = 0 per ¢ # j;

px; = [ e agg =0’ Yi=1,..,n.

o Elg] = np

e var[g| = no”’

Infatti:
Bl = 32| = EX] = S, =

Xz] = ZV&I’[X@] = 2
1 1=1

n
var|g] = var

' 2

1 1=1

1
(X +--+X,) =X,

n

con X; a due adue NON CORRELATE ed IDENTI-

CAMENTE DISTRIBUITE con media p e varianza

o2,

5) g(Xl, cees Xn)
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X, e detta MEDIA CAMPIONARIA.

o Elg] = E[X,] = p

o var[g] = var[X,] = o
n
Infatti:
1o 1o I
£l - £ |13 = 1375 = 13 -
i=1 i=1 i=1
1
— - ny = [,
n
1o 1 -
var[g| = var [nleZ] = 5 var [ZlXZ] -

Nei punti numero 4) e 5) I'ipotesi di non correlazione
a due a due puo anche essere sostituita con l'ipotesi
piu forte di INDIPENDENZA (piu forte perche in-

dipendenza = non correlazione)
<

In tal caso le variabili casuali Xj, ..., X,, si dicono
indipendenti ed identicamente distribuite che nel se-
guito abbrevieremo con 1.1.d.
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Relativamente al caso 5) € possibile provare che se X;
sono i.i.d. con funzione di densita normale N (u, 0?),

allora

— 02

X, ¢ NORMALE N(u, E>
Esempio. Le precipitazioni annuali a Brescia hanno
distribuzione normale N(u =12.08 cm, 0 =3.1cm).
Le precipitazioni di anni successivi sono indipenden-
ti. Calcolare:
1) la probabilita che le precipitazioni dei prossimi 2
anni superino 1 25 cm;
2) la probabilita che le precipitazioni del prossimo
anno superino quelle dell’anno successivo per piu di
3cm.

1) Chiamiamo X7 ed X3 le precipitazioni (in cm) dei
prossimi 2 anni. Introduciamo

Y:X1+X2~N(,uy,032/)

dove uy = EY] =nu =2 -12.08cm = 24.16 cm
0% =no® =2-(3.1)%cm? = 19.22 cm?
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Quindi
25 — 0.84
Py >25]=P[Z> """t _plz> |
oy vV 19.22

= P[Z > 0.1916] = 1 — P[Z < 0.1916] =
~ 1 — 0.576 = 0.424

2) La seconda domanda chiede di trovare
P[Xl >X2—|—3] :P[Xl_XQ >3]

Chiamiamo

T=X,—Xo=T~ N(ur,oc%) dove

pr = px, — px, =p— =70

07 = 0%, + 0%, = 20° = 19.22 cm”

Quindi:
T'—pr 3—pr 3
PT >3 =P > = P\Z >
[ ] [ ar ar ] [ \/19.22]

— P[Z > 0.6843] = 1 — P[Z < 0.6843] =
~ | _ (0.754 = 0.246.
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