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4 Variabili casuali

Nei problemi di calcolo delle probabilita si € spesso
condotti a considerare delle quantita che sono fun-
zioni del risultato di un certo fenomeno casuale.

La nozione di variabile casuale o aleatoria viene usa-
ta per descrivere gli eventi e misura i risultati di una
prova, i quali possono assumere differenti valori an-
che quando le prove vengono eseguite sotto le stesse
condizioni.

Sono esempi di variabili aleatorie: il valore numeri-
co degli esiti del lancio di un dado, la durata della
vita di una lampadina, il modulo della velocita di
una molecola di un gas. Nel primo caso la variabile
casuale e discreta, cioe assume un insieme finito o
numerabile di valori; negli altri due casi e continua,
cioe ¢ definita su un intervallo dell’asse dei numeri
reali.

DEFINIZIONE: Dato (€2, A, P) uno spazio di proba-
bilita , definiamo VARIABILE CASUALE o ALEA-
TORIA un’applicazione

X:OQO—=R
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tale che Vr € R
A ={weQ: Xw)<r}eA

cioe A, ¢ un evento.
Una variabile casuale X e percio una funzione di
w € €) per la quale ha senso calcolare la probabilita:

Plw e Q: X(w) <r} VreR,

cioe la probabilita che X assuma valori piu piccoli o
uguali ad r.

A ={weQ: Xw) <r} (X <r)
La variabile casuale X fa corrispondere un numero
reale ad ogni esito dell’esperimento.

Esempio: Lancio di due dadi

Q={(,j)=w:i=1,...,6;5=1,...,6}
Consideriamo le seguenti variabili casuali:
o X(w=1(i,7) =i+
X assegna ad ogni lancio la somma dei punteg-
o1 dei dadi: ¢ il punteggio ottenuto lanciando i
due dadi. Quindi X e una variabile casuale che
assume 1 valori {2;3;4;...;12}.
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o X(w={(i,7)) =i —J|
X assegna ad ogni lancio il valore assoluto del-
la differenza dei punteggi dei due dadi. Quindi
X ¢ una variabile casuale che assume i valori
{0;1;2;3;4;5}.
DEFINIZIONE: Dato (£2,.4, P) uno spazio di pro-
babilita, definiamo FUNZIONE DI RIPARTIZIONE

di una variabile casuale X la funzione:
F:R—|0,1]
tale che
VreR, F(z)=P|X <z|=P{w e Q: X(w) <z}

Esempio: Lancio di due dadi
X =1+7€212].

sex <2(X<zx)=9@ PX<z/=0 Fx)=0
se2<zr<3(X<z)={(1,1)} F(:I:):i

sed <o <4(X <z)={(1,1);(1,2);2,1)} F(z) =

sell <z <12(X <x2)=Q\{(6,6)} F(z)=
sex > 12 (X <z)=Q F(x)=1
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E utile ricorrere alla forma orafica della funzione di
ripartizione per verificare che essa sia una funzione
monotona non decrescente definita non solo per tutti
i valori assunti dalla variabile casuale, ma per I'intero
asse del numeri reali.

Fixy !
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Figura 13

PROPRIETA DELLA FUNZIONE DI RIPARTI-
ZIONE F

. lim F(zx)=0, lim F(z)=1

T—>—00 T—+00
2. F' ¢ monotona non decrescente:
se r1 < To —» F(.I'1> < F(.CCQ) Vri,xo € R
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3. PIX >x]=1-P X <z|=1-F(x)
4. F' e continua a destra:

lim F(x +h)=F(x), Vr € R
h—0%
5. Plry < X < x9] = F(x2) — F(x1),
Ve, 20 € R, 21 < 29

Per giustificare 'ultima proprieta, notiamo che

{X S :UQ} — {X S xl}U{Qfl < X S SCQ} unione di eventi

disgiunti

P[XSZCQ]:P[X§£C1]+P[QZ1<X§ZCQ]

quindi
P[SBl<X§$2]:P[X§I‘2]—P[X§x1]:
:F(Q?Q) —F(ZC1>

Nel definire la funzione di ripartizione F' non abbia-
mo fatto distinzione tra variabile casuale discreta e
variabile casuale continua. Tale distinzione invece
e necessaria quando introduciamo un’altra funzione
importante chiamata funzione di densita della varia-
bile casuale X .
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DEFINIZIONE: Sia (€2,.A, P) uno spazio di proba-
bilita e X una variabile casuale discreta. Definiamo
FUNZIONE DI DENSITA DISCRETA (o funzione
di massa o distribuzione di probabilita) la funzione:

f R —|0,1]
tale che
flx)=P X =x]=P{we: X(w)==xa}|, Ve €R
dove x ¢ detto anche PUNTO MASSA.

PROPRIETA DELLA FUNZIONE DI DENSITA
DISCRETA f

L flz) =0
2.2 f(z)=1

OSSERVAZIONE

Assegnata la funzione di ripartizione F' di una varia-
bile casuale discreta X e possibile calcolare la fun-
zione di densita discreta f e viceversa.
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e f(-) nota =

e F(-) nota =

flz) = F(z)

Elsempi

PIX <a]=) f(t), Vz €R

t<x

— lim F(x — h) = P[X = z] da

h—0t

1) lancio di un dado
X = numero della faccia in alto.

f(:c)zé, T = G k=11 46
sex < 1PX <zx]=Pl@]=0

Sel<aj<2P

se2<x <3P
sed3<zx<4P

sed <x<bHP

X <z|= Zf

<l

X <ax]=f(1)+ f(2)
X <z]=f)+ f(2)+ f3) F(z) =
X <z]=f(1)+..+ f4) F(z)

ampiezza

salto

seb <z <6PX <zx|]=1- f(6) F(x)
sex > 6 PIX <z]=P[Q =1 F(x)
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La funzione di ripartizione ¢ costante tra un punto
massa e il successivo ed ha un salto costante (~ fun-
zione di densita) nei punti massa.

Scelto © = 2.5, quanto vale F(2. )

F(25)= > f(t) = f(1) + f(2)

1<2.5

Scelto x = 3, quanto vale f(3)?

f(3) = F(3) —hlirgl+F(3—h) _ 391

0E 02
08 06
04

Figura 14

2) Lancio di due dadi

In questo esempio abbiamo gia costruito la funzio-
ne di ripartizione, determiniamo ora la funzione di
densita.
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Figura 15

Per una variabile casuale X continua non ha senso
calcolare la probabilita che essa sia uguale esatta-
mente ad uno dei valori che puo assumere, mentre
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ha senso calcolare la probabilita che la variabile ca-
suale cada all'interno di un determinato intervallo di
valori ammissibili.
DEFINIZIONE: Sia (€2,.4, P) uno spazio di proba-
bilita . Una variabile casuale X ¢ detta continua se
esiste una funzione

f:R —=[0,400)

tale che:

Vr € R, F(z) = P[X < 2] = / F(t)dt.

La funzione f e detta FUNZIONE DI DENSITA
DI PROBABILITA CONTINUA.

La funzione di ripartizione F' ¢ assolutamente con-
tinua (cioe puo essere scritta come l'integrale della
sua derivata).

PROPRIETA DELLA FUNZIONE DI DENSITA
CONTINUA f

1. f(x) >0, Vz € R in cui e definita F'(x).
2. [ fa)dr =1
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3. Va,be R,a<b

Pla<X <= [ fde=F(b) - Fla

e Pa< X <b=Pla< X <b=
= Pla < X <b=Pla < X <V,
cioe non ¢ rilevante includere o meno un estre-
mo dell'intervallo poiche P[X = a] = P[X =
b] = 0 (infatti se l'intervallo si riduce ad un solo
punto 'integrale ¢ nullo).

e Se invece X rappresenta un variabile casuale di-
screta, si ha Pla < X <b] # Pla < X <]
infatti
Pla < X <b|=F(b) — F(a)
poiche
Pla< X <b=Pl-co< X <b]— Pl-o0 <
X <a|=F((b)— F(—oc0) — F(a) + F(—00)
mentre
Pla< X <b=Pl-oc0o< X <b—P|l—x <
X < d]

ma
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P|X <a]=P[X <a]— P|X =dq]
uindi
%[angb]:F(b)—F(a)—Ff(a)

e Sc X ¢ una variabile casuale discreta P|X =
x| = 0 significa che z non e un possibile risultato
per X, cioe un evento con probabilita nulla e
sinonimo di evento impossibile.

e Sc X ¢ una variabile casuale continua, f(z) non
rappresenta la probabilita P|X = x| che ¢ sem-
pre nulla V& € R, mentre f(x) non e nulla dap-
pertutto. Nel caso continuo e solo l'integrale
della f(x) su un intervallo che ha il significato
di probabilita.

Esempi

1) Durata di una conversazione telefonica

La durata di una conversazione telefonica puo es-
sere descritta da una variabile casuale X avente la
seguente funzione di ripartizione:

0 sex <0,
F(CE)Z —\z
l1—e sex >0, A>0.

allora
f(x) = F'(z) = Xe™*, x > 0, mentre f(z) =0
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per x < 0, quindi

0 sex <0,
e ™ sex >0,

flz) =

Se la durata della conversazione e espressa in minuti,
calcolare la probabilita che la conversazione duri tra
15 edi 10 minuti.

10
PHh < X <10] = / e Mdy = —e M ;O
5

_ o B _ o 10A

oppure
Pl5 < X < 10] = F(10) — F(5) =

= (1 = G_M) ‘le() iz (1 - G_M) ‘x:5
_ _o10A =5

Una variabile casuale continua X con funzioni di
densita e di ripartizione sopra definite viene detta
variabile casuale esponenziale.

2) In un esperimento di laboratorio controllato, si
supponga che l'errore della temperatura di reazione,
in °C, sia una variabile casuale continua X con la
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seguente funzione di densita:

ZCQ

Z ose—l<z<?2,
3 SC xr

flz) =

0 altrove.

1. Verificare che f(x) sia una funzione di densita.

2. Determinare la funzione di ripartizione F'.

3. Calcolare P[0 < X < 1]

L f(x) >0
fj;o f(x)dz = f_21 %2d33 =1, ok.

2 F(a) = [, f(t)dt

/

sex < 1 F(z)= [ f(t)dt =

se —1<x<?2 f_lf dt+ff1f(t)dt
—-fx Lt =

se x > 2 f f dt+f f(t)dt+

\ —+L t)dt =1,
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quindi
)
0 sex < —1,
3+ 1
F(ZC):<T Se—1§x<2,
1 sex > 2.
\
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Figura 16

Per il grafico di F(z), notiamo che F'(0) = 1/9,
F'(x) > 0 — la funzione ¢ non decrescente, inol-
tre F"(z) = %az, quindi per > 0 la concavita e
verso l'alto, per x < 0 verso il basso. Per z = 0

c¢’e un flesso poiche F"(z = 0) = 0.
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3. Possiamo seguire due metodi:

1.2 311
1
P[O<X§1]:/x_d$:x_ _ 2
0 9 91, 9
oppure
2—1 1
P[O<X§1]=F(1)—F(Q)ZT:§

IL VALORE ATTESO

Un importante indicatore numerico che misura la
tendenza centrale di una variabile casuale X ¢ la
media o valore atteso o speranza matematica.

Il valore atteso viene calcolato utilizzando la distri-
buzione di probabilita.

DEFINIZIONE: Sia X una variabile casuale con di-
stribuzione di probabilita f(x). Chiamiamo VALO-
RE ATTESO o MEDIA di X il numero px o F[X]

definito come:

o iy = F|X]| = > x,f(r;) se X e variabile ca-

1
suale discreta.

o iy = E|X]| = fjozo vf(x)dr se X & variabile

casuale continua.
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La media, indicando dove sono “centrati” i valori di
X ¢ anche detta centro di gravita o baricentro di una
densita.

Per una variabile casuale discreta, E[X] rappresenta
la media pesata di tutti 1 possibili valori che X puo
assumere, ognuno pesato con la probabilita che lo
assuma (ricorda che f(xz;) = P|X = x;]).

Esempi

1) Lancio di due dadi
X=itji=1..6j=16.,6 X¢c[212

1 2 2 |
EFX=2—=4+3-—=+...+11l-—=4+12- —==7
X 36+ 36+ X 36+ 36

(si veda anche il grafico di f(x))

2) Durata di una conversazione telefonica
X e una variabile casuale continua avente funzione
di densita:

e ™ sex>0, A>0,
fla) =
0 se x < 0.
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+00
FE|X] = / e Mdx

o0

Integrando per parti u(z) = z, v'(x) = —Xe ™ —

v=e M

400
E[X] = —ze ™ e —|—/ e Mdx
0

0
— ] I 4
x—1>£1;100 e)\:c )\6 0
_f1
N A

dove nel limite abbiamo utilizzato la regola di De
'Hospital.

Una variabile casuale discreta X puo assumere i va-
lorizy =0, 29 =1, 3 =2, 4 = 3 con probabilita:

P[0] = 0.1; P[1] = 0.25; P[2] = 0.3; P[3] = 0.35
(Nota bene ) P[X = z;] =1)
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[l valore atteso di X e:

4
E[X] =) a;f(x;) = 0-0.141:0.25+2:0.3+3-0.35 = 1.9

1=1

Py s\
L) e
Figura 17

AG ==z
La coordinata del baricentro G ¢ data dalla soluzione
dell’equazione

apr+ (x—1po— 2—2)ps— B —2)ps=0=
= T (p1+p2+p3+p1)—p2—2p3—3ps=0=

N\ 7
TV
=1

= T = P2 + 2p3 + 3ps = 1.9cm.

Il baricentro G ¢ il punto in cui la sbarra rimane
in equilibrio orizzontale ed e applicato il peso totale
p = 1. E|X] e il punto rispetto al quale e nulla la
somma dei momenti dei pesi delle singole masse.
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LA VARIANZA

Un altro indicatore numerico che e in grado di ca-
ratterizzare la variabilita della variabile casuale X
attorno alla sua media py = E|X] ¢ la varianza.

DEFINIZIONE: Sia X una variabile casuale con fun-
zione di densita f(x) e media py. Definiamo VA-
RIANZA di X il numero reale positivo 0% = var[X]:

o 0% =var[X] = (z; — px)” f(z;) se X & una
variabile casuale discreta.

o 05 = var[X] = fj;o (x — px)’ f(z)de se X &
una variabile casuale continua.

Il numero reale positivo:
ox = y/var|X]

¢ detto DEVIAZIONE STANDARD o SCARTO
QUADRATICO MEDIO di X.

OSSERVAZIONE
La varianza e tanto piu piccola quanto piu i valori di
X sono vicini alla media px.
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Come la media rappresenta il centro di gravita o ba-
ricentro, cosl la varianza si puo interpretare come il
momento d'inerzia della densita rispetto ad un asse
passante per il baricentro.

Esempi
1) Lancio di due dadi
X =147, X €12,12], ElX|=7

1 2 1 35
var| X = (2—7)2-%+(3—7)2-%+. . (12—7)2.% ==

2) Durata di una conversazione telefonica
X ¢ una variabile casuale continua con funzione di
densita:

e ™M sex>0, A>0,
0 se x < 0.

Per il calcolo della varianza, in base alla definizione
si ha:
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+00 1 2
var| X| = /0 (:U — X) e Mdr =

+00 +00 1 +00
:/ 22 e Mdx —2/ 376_)\xd33—|——/ e Mdax
0 0 3\ 0

\ . 7\ 7 7

1 2 3
Integrando per parti lintegrale 1 con u(x) = z?,
V'(z) = —Xe M

too +00
| = —g2e . +/ 2re dx
0

e quindi
2
g |to0 x
gl =

— llim — =0

14+2=—
+ 0 T—+00 6)‘55

avendo applicato due volte la regola di De I’'Hospital.
Rimane l'integrale 3:

I | o 1
var| X| = X/ e Mdy = 32 e M 0+ =3
0

Probabilita e Statistica- E. Vuk, F. Zullo 85



