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8 Distribuzioni congiunte

Nei casi trattati, gli esiti di un esperimento erano
considerati realizzazioni di una singola variabile ca-
suale. Tuttavia, in alcune situazioni puo essere ne-
cessario o desiderabile ottenere esiti simultanei da
piu variabili casuali.

Bisogna percio estendere il concetto di variabile ca-
suale, di funzione di ripartizione, di funzione di den-
sita di una variabile casuale al caso n—dimensionale.

DEFINIZIONE: Chiamiamo variabile casuale n—di-
mensionale una funzione X = (Xy,...,X,): Q —
R™ tale che Y(ry,...,r,) € R"

{fweQ: Xqj(w) <ry,..., X, (w) <r,}eun evento

Quindi una variabile casuale n—dimensionale ¢ una
n—upla di variabili casuali, le quali associano un nu-
mero ad un risultato.

DEFINIZIONE: Chiamiamo funzione di ripartizione

congiunta di X7y, ..., X,,, la funzione

Fx, x, R"—|0,1]
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tale che Vx = (x4, ..., z,)
Fx, . .x,(x1,....2,) = P X1 <x1,...., X, <x,)

Come nel caso 1-D. per definire la funzione di den-
sita bisogna distinguere il caso discreto dal caso con-
tinuo. Noi ¢l occuperemo solo di variabili casuali
n—dimensionali discrete.

DEFINIZIONE: La variabile casuale X = (X, ..., X},)
e detta variabile casuale discreta n—dimensionale se
puo assumere valori solo in un insieme numerabile
(21, ..., ) di punti di R".

DEFINIZIONE: Chiamiamo funzione di densita di-
screta congiunta di X = (Xi, ..., X,,), variabile ca-
suale discreta n—dimensionale, la funzione:

[xi . x, (@1, ...,xp) = P Xy =21, ..., X, = 2,

Proprieta
L lew.an(Zlfl, ceey Zlfn> Z 0 \V/(Zlfl, ceey Zlfn>

o> > > fxx (T, 1) =1

r1 T9 Tn

e VACR" Pl(xy,....,x,) € Al =D [x,..x,(x1, ..., 2,)
A
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Nel caso n=2 elenchiamo le proprieta della funzione
di ripartizione congiunta relativa alla variabile ca-
suale discreta bidimensionale (X,Y).

Proprieta di Fxy(z,y)

lim FXy<QZ‘ y) =0 \V/y

T——00
lim Fxy(z,y) =0 Vz
y——00
lim FXy<£L' y) =]

T—r+00
Yy—+00

se x1 < X9 ey < Yo allora
Plz; < X <z9,y1 <Y <] = Fxy(x2, y2)+

+Exy(z1,y1) — Fxy(z1,y2) — Fxy(x2,y1) > 0
lim Fyy(x+ h,y) = hm FXY(:C y+h)=

h—07
= Fxy(z,y) (contmmta a destra)

DEFINIZIONE: Date X, Y variabili casuali congiun-
te discrete

FXY ZZfXY quyj

ST Yj<y

Probabilita e Statistica - E. Vuk, F. Zullo 161



Universita degli Studi di Brescia

dove x;, y; sono 1 punti massa delle variabili casuali
congiunte X, Y.

Dalla funzione di densita congiunta fxy(z,y) delle
variabili casuali discrete congiunte X, Y e possibile
ricavare le funzioni di densita fx(-) di X e fy(-) di
Y, dette funzioni di densita marginali.

DEFINIZIONE: Le funzioni di densita marginali di
X e di Y sono:

fx () = fo,y(:z:k—,yj)
fY(yk:) = ZfX,Y<$j,yk)

. dalla funzione di densita congiunta e
possibile sempre ricavare le funzioni di densita mar-
ginali,

Ricordando la definizione di probabilita condizionata

P(ANB)
P(B)

se ora A e I'evento definito da X = x e B e I'evento

P(A|B) = P(B) >0,
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definito da Y = y, allora

PX =z,Y =y
PlY =y]

ed e possibile dare la definizione formale di funzione

di densita condizionata.

, PlY =y >0

PIX =z|Y =y] =

DEFINIZIONE: Date X, Y variabili casuali discrete
congiunte con funzione di densita congiunta fxy,
chiamiamo funzione di densita condizionata di X,
dato Y = y, la funzione:

fX Y<x7 y)
’ ) fY<y> > 0.
fr(y)
Analogamente si definisce la funzione di densita
condizionata di Y, dato X = x. la funzione:

fX,Y<x7 y)
Conseguentemente e possibile definire le funzioni di
ripartizione condizionate di Y, dato X = x, e di X,
dato Y =y

Fyix(ylz) = PlY <ylX = x| =
- Z frix(yjlz),  fx(x) >0
{j:y;<y}
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FX\Y<CU|?J) = PX <z|Y =y| =
- Z fxyv(zily),  fr(y) >0

{jj<a}

fxy(zy) = fxp(zly) - fr(y),
fxy(z,y) = frix(ylr) - fx(z).

Esempio. Lancio di due tetraedri (poliedri regolari a
4 facce) aventi le facce numerate da 1 a 4.
Chiamiamo X la variabile casuale che indica il nume-
ro sulla faccia rivolta verso il basso del 1° tetraedro,
Y la variabile casuale che indica il numero piu gran-
de fra quelli indicati sulle facce rivolte verso il basso
dei due tetraedri.

[ valori congiunti di X e Y sono:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)
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Tabella 1: T valori di (X, Y’) nel lancio dei due tetraedri

Lo spazio campione €2 ¢ formato da 16 elementi.
In quanti modi ottengo il risultato (2, 2)

=

N
=

(

=

= e e WO W W W NN - -

W N R R WNDR WD AW -

—_
—_

AN AN AN N N N N ><
N DO l\Dul\D — ==
= QW NN B WD
N N e e e e S N N

NN N N TN
e e WO
TSSO AT AT A AN
S e e N N

In quanti modi ottengo il risultato (3, 3)7

In quanti modi ottengo il risultato (4, 4)

7 2
16

2 4
" 16

Riassumiamo tutti i possibili risultati in una tabella.

Tabella 2: I valori della funzione di densita congiunta

XY) (@O0 13 [0 ] 2] 23 ][4 ] 63)] 64 (44
oy ls lw lw 6w 6 % [ 5|
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Si noti che Zny(:I:Z, y;) = 1.

i,
Dalla definizione di funzione di ripartizione congiun-

tasiha (ricordache Fxy(z,y) = >, fxv(®i,y;)):

T <T,Y; <Y
( 1
Fxy(1,1) = fxy(1,1) = 6
Fxy(1,2) = fxy(L,1)+ fxy(1,2) = T
{
3

Fxy(1,3) = fxy(1,1) + fxy(1,2) + fxy(1,3) = 16

\FX,y(l,ll) = fxvy(l, 1) + fX,Y(l, 2) + f)(’y(l, 3) + fX,Y(1,4) =

16

(Fay(2,1) = fxy(L1) = —

16
Fxyv(2,2) = fxy(1,1)+ fxv(1,2) + fxy(2,2) :1%
S Fxy(2,3) = fxy(L1) + fxy(1,2) + fxy(1,3) + fxy(2,2)+
+ fxy(2,3) = 166
\FX7y(2,4) — %
(FX,Y(S) 1) = fxy(1,1) = 116
Fyy(3,2) = fxy(L, 1)+ fxy(1,2) + fxy(2,2) = 1%

S Fxy(3,3) = fxy(L1) + fxyv(1,2) + fxy(1,3) + fxy(2,2)+

+ fxy(2,3) + fxy(3,3) = 196
FXY(3 4) = 12

Probabilita e Statistica - E. Vuk, F. Zullo 166



Universita degli Studi di Brescia

(Foy(4.1) —

xy(4,1) = T
4

F 4.2) = —

< X7Y< Y ) 16
9

Fyy(4,3) = —

X,Y( 73) ].6
(Fxy(4,4) =1

Le seguenti figure riassumono i valori di Fyy(z,y)
ed i valori di fxy(x,y) con le relative funzioni di
densita marginali.

454 | O 46 &l6 | 1246 | A
3sy<s | 0 | e e | e | e
248<3 |1 0 | 246 | 446 | 4%6 | 4fic
154¢2 | O Yie AUe Mo A€

<A | o o) o) 0 0
XA [ A8 xc2| 2sx<3 | 3sxcq | dsx

Figura 34: Tabella dei valori di Fxy(x,y)

a | e o | 416 | 46 e
3 Mo | %o | 3o — £
2 | Y| He — £ (2)
A e N
¢/l 4] 2 }.5} 4 @
I

44 4@ KO £

Figura 35: Tabella dei valori di fxy(z,y) con le densita marginali
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. Le densita marginali si calcolano
piu facilmente sommando per righe o per colonne i
valori di fxy della tabella a doppia entrata.
Vogliamo ora calcolare le funzioni di densita condi-

zionate di Y dato X =2 e dato X =3

fX,Y(27 y)
fx(2)

fY\X(y|2> wj
se X =2=Y >2
fxv(2,2) 2/16

\

1
Fox @) == 57 = 116 ~ 2
fxy(2,3)  1/16 1 B
Fxr(312) = <@ 416 4 2. =
fxy(2,4) 1/16 1
Fxr(42) = fx(2) ~ 4/16 4
se X =3=Y >3
fxy(3,3) 3/16 3
fX,Y(S 3) fX(S) - 4/16 - 4 g
o PB4 1161 D=
ey (4]3) = fx(3)  4/16 4,

Bsercizio. Calcolare fyx dati X = 1e X = 4.
Quanto vale fxy dati Y =1,2,3,47
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INDIPENDENZA

DEFINIZIONE: Data X = (Xy,...,X,) variabile
casuale n—dimensionale (discreta o continua) con

funzione di densita congiunta fx, . x,, diciamo che
X1, ..., X, sono variabili casuali INDIPENDENTT se

e solo se

le ..... Xn(flh, e Zlfn) 7~ fX1(561) L7 fX,,,,(CCn/),

cioe la funzione di densita congiunta si scrive come

PRODOTTO delle funzioni di densita marginali.

Nel caso 2-D si ha quindi che X, Y sono indipendenti
se e s0lo se fxy () = fx(z) - fr(y)

Dalla definizione di densita condizionata si ha:
fxy(z,y) = fY\X(y‘x)fX<x>

PEercio

frix(ylz) = fy(y)

cioe la densita condizionata di Y dato X = x ¢ la
densita non condizionata di Y.

Per mostrare che due variabili casuali non sono indi-
pendenti basta mostrare che fyx(y|r) dipende da .
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Si puo provare che se Xj, ..., X,, sono variabili ca-
suali indipendenti e se g1, ..., g, sono n funzioni tali
che Y, = gr(Xy), k = 1,..,n, sono variabili casuali,
allora Y7, ..., Y, sono indipendenti.

Nell’esempio del lancio dei due tetraedri, alla doman-
da “Le variabili casuali X, Y sono indipendenti?”, la
risposta e NO!

Basta infatti trovare una coppia di valori (X, Y’) per
1 quali:

frix(ylz) # fr(y)
Per esempio se X =3, Y =2
frix(2)3) = PlY =2|X = 3] =0 poiche Y < X
ma

fy(2)=PlY =2] = 2.

Elsempio

Da un gruppo di 12 batterie (3 nuove, 4 usate, 5 di-
fettose) ne vengono scelte 3 a caso. Indicato con

X = numero di batterie nuove

Y = numero di batterie usate
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tra quelle scelte, determinare la fyy(x,y).
Elenchiamo 1 possibili risultati:

NNN = f(3,0) NNU = f(2,1)
NND = f(2,0) NUU = f(1,2)
NDD = f(1,0) NUD = f(1,1)
UUU = £(0,3) UUD = £(0,2)
UDD = £(0,1) DDD = £(0,0)

~h
/N
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N~—
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~——"
|
5
RO |
)
~
/N
o
—
N~—
|

(3) (3) %
ren-Yl-x  o-U0-x
f(l, O) _ (i&)lg)g) 23200 f(17 1) — (?)((;112))@) — %00
o3 -H-o  ron-L-z

_0)6) _ _ B _w
f(O, 1) = (132) — 9290 f(07 O) - (132> 220

La seguente figura riassume i valori di fxy(z,y).
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=0 | Y= | Yez| Y=3| 2 ()

X=O | 4/89 | 2/44 | 3/29 A/55 L2/ 220

X=4 [ 3/92 [3/M4 | 9/10| O 2%/ S5

¥=2 | 45/220| 3/55| © o 234/ 290

X=3 l4/20/ O | o O | A/220

3, (9) [ A4/55]28)55 | a2 /55 | A/55 @

Figura 36: Tabella dei valori di fxy(x,y) con le marginali
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MODELLO DI VARIABILE CASUALE
N DIMENSIONALE DISCRETA

DISTRIBUZIONE MULTINOMIALE

Tale distribuzione e associata a prove ripetute e in-
dipendenti, che generalizzano il caso delle prove di
Bernoulli a 2 esiti a quello con piu di due esiti.
Supponiamo che esistano k + 1 esiti possibili distinti
di un tentativo. Siano si, ..., Sy tali esiti.

Sia p; = Pls;],i=1,...,k+ 1 con

k1

Ypi=1=p1=1—(p1+ ... +pr)
i=1

Ripetiamo le prove n volte.
Se le prove sono ripetute e indipendenti si ha:

o x (:131 SUk) ! [ nl pﬂfl .. .pxk;ﬂ

L X\ 15 ey = 1 k+1
5131! s ZCk+1!

dove

k+1 k

dYxi=n, = Tpp=n— ) X,

i=1 i=1

Pertanto cerco la probabilita che da n prove si ab-
biano esattamente xp esiti del tipo sy, x9 esiti del
tipo S9 e ... x4 esiti del tipo spyq.
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Un particolare ordinamento ha probabilita

Tl Lh+1
P1 - Prya

e di ordinamenti ne esistono:

n

5131! s Ik+1!

Esempio

Su un quantitativo di merce, il 10% viene pagato in
ritardo, il 30% viene restituito.

Vengono effettuati 20 ordini.

Calcolare la probabilita che 3 ordini vengano pagati
in ritardo e 5 vengano restituiti (su un totale di 20).
Ipotesi: indipendenza

n = 20
r1 = 9, R = 01,
Xy = o, P2 = 037

T3=n—T] —2Ty=20—3—05=12,
p3=1—p; —po=1—0.1—-0.3=0.6.

[l valore cercato ¢
B 20!
3151121

p (0.1)° - (0.3)” - (0.6)** ~ 0.037
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