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FEsercizio 1. In un piano verticale Oxy si consideri un disco pesante e omogeneo
(Figura/l), di massa m e raggio R, incernierato in O. Sul punto A, diametralmente

opposto ad O, e applicata la forza elastica ﬁA = —k(A—A"), con k = ';n_}g ed A’

proiezione di A sull’asse x. Supposti i vincoli lisci, si chiede di determinare:

(a) l’equazione differenziale del mo-
O .
, > to;
* (b) lareazione vincolare dinamica in
O;
(c) lareazione vincolare dinamica in
O, nell’istante t = 0, nel caso in
cui inizialmente G = (R,0) con
atto di moto nullo;
(d) le posizioni di equilibrio del
disco;
Yy (e) la reazione vincolare statica in
0;
(f) Tintegrale primo di moto per il
Figura 1: sistema materiale.
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Risoluzione. 1l disco ha un solo grado di liberta. Sia q := tTOA=0c¢ [0,27). Per

ipotesi inizialmente si ha 8(0) = 0 e §(0) = 0. Le forze attive agenti

p=mg, Fa=—-k(A—A),

sono conservative. Le coordinate dei punti significativi del disco sono

G = (Rcosf, Rsinf), A= (2R cosf, 2R sin0).

Inoltre si hanno

— _Rsinf6 — R cosf 62

i =—Rsingo PG
Jg = R cos00 jic =R cosff — R sin6 62 .
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» Consideriamo la seconda equazione cardinale della dinamica (si assume il punto O

come polo per il calcolo dei momenti)

—= =Qf + 74 |. (1)

Poiché I?o =Ilpvew= 0k, si trova ffo =10, 0k, dove (per applicazione del
Teorema di Huygens) si ha

3
lo, =1qg, + mR? = EmRQ .
Si osservi che \I_}eo = 0. Da (1) si ottiene

mR?0k = (G —0) xmg+ (A—0) x Fy

NIW &= Nw

mR260 = mgR cos 0 — 4kR? sin 6 cos 6. (2)
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Da (2) si ottiene
3mR?0 = 2mgR cosf — 2mgR sin 26

e quindi I'equazione differenziale del moto del disco &

.9
9—%(0088—&1129):0 : (3)

» Per determinare la reazione vincolare dinamica in O si consideri la prima equazione
cardinale della dinamica
dQ . =
— Re + @e :
dt

o equivalentemente

mC_L’G = Ee +<I;€

In componenti si trova

m (—R sinff — R 0086’92) =P,
m (R cosf0 — R sin6’92) = ®py +mg — 2kR sin 0,
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da cui si ricava la reazione vincolare dinamica

Loz =m (_R sinf 6 — R 008992)

Do =

b, T+ (I)Oy 7’|, dove

oy =m (R cosf0 — R sin092> —mg + 2kR sin6

» Inizialmente #(0) = 0 e §(0) = 0. Per calcolare la reazione vincolare dinamica ®o

all'istante t = 0, si consideri

(

da cui si ottiene

DPorlt=0 =0

(I)Oylt:() =mR

da calcolare

6(0)

®orli=o = m{ ~R sin0(0)0) ~ R eos0(0) [00)]"}

Boyli—o = m {R cos 0(0) 6(0) — R sin(0) [6(0) 2} _ mg + 2kR sin 0(0)

—mg.
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Dall’equazione differenziale del moto (3) si ha

3RH(0) =2g cosO(0) — 2g sin20(0) = | 6(0) = ~=

- 1
Quindi | Ppli=0 = (O, —3 mg) :

» Per determinare le posizioni di equilibrio del disco,

| metodo: Si applica la seconda equazione cardinale della statica (rispetto al polo O)

QS +05 =0 = (G—0)xmg+ (A—0) x Fy =0.

In componenti si ha
: : . 1
2mgR cosf —2mgR sin20 =0 = cosf(1 —2sinf) =0 = cosd =0 Vsinfh = 5

Si trovano dunque le seguenti posizioni di equilibrio

A
0hb=— V bOg=— V 0O3=—- V 01=—.
1= 3 2 3= 5 4 6
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|l metodo: Le forze attive agenti sono conservative. |l potenziale delle forze agenti sul

disco e

k
Z/l:mgyg—QAA’2—|—c:ngsin6’—2kR2 sin? 0+ c. (4)
Le posizioni di equilibrio si trovano imponendo la stazionarieta della funzione potenziale:

dU 1
— =0 = mgR cosf — 4kR? sinf cos® =0 = cosf =0 Vsinh = 5

do

Si ottengono dunque le seguenti posizioni di equilibrio

01:% V. O=— V 03= V. 0= —. (5)
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» Per determinare la reazione vincolare statica @ utilizziamo la prima equazione

cardinale della statica

mg—k(A—A)+do =0

che in componenti fornisce

®o, =0
—mg + 2kR | sin 0.

da calcolare

KA
Q
<

1

Ricordando (5), si ha

se 0. =101 = = | &, =(0,0)

= (I;O — (07 _ng)

- 1
= P = <O,—§ mg)

se 0. =60y =

se 0., =03=

S o]yl

6 2
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» Poiché le forze attive agenti sono conservative con potenziale U ed i vincoli sono fissi
e bilaterali, & valido il Teorema di Conservazione dell’'Energia Meccanica

T+V =FE

dove V = —U e I'energia potenziale del disco ed E & una costante che rappresenta
I’energia totale del sistema e che possiamo calcolare mediante le condizioni iniziali. |l
disco considerato & un corpo rigido con asse fisso (asse Oz); I'energia cinetica del disco
e data da

1 3 :
T:—IOZwQZZmRQQQ

Ricordando (4) e le condizioni iniziali assegnate, |'integrale primo di moto per il sistema
materiale €

me?? 62 — mgR sinf + 2kR? sin?0=01|. O
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FEsercizio 2. In un piano verticale Oxy si consideri un’asta AB, omogenea e

pesante, (Figura 2), di massa m e lunghezza 2L, avente I'’estremo A vincolato ad

S

una semicirconferenza C'D fissa (senza mai raggiungere i punti C' e D), di centro O
e raggio R (R < L), mentre un suo punto si appoggia in C. Supposti i vincoli lisci,

si chiede di determinare:

B
\C 0 D > (a) le reazioni vincolari dina-
miche;
G (b) l’equazione differenziale
del moto;
(c) le posizioni di equilibrio
dell’asta;
Yy (d) le reazioni vincolari sta-
tiche.
Figura 2:
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Risoluzione. L'asta AB ha un grado di liberta. Sia q := z+CA = 0. Essendo
AC = 2R cos#, si deve avere

3|

O0<AC K< AB = 0< 2R cos0 <2L = 0<cosl <
Poiché L > R, allora 0 &€ (O, g) La forza attiva agente
p=mg,

e conservativa. Le coordinate dei punti significativi dell’asta sono

G=(—R+2R cos?0 — L cos@, Rsin20 — L sin6)
A= (2R cos’0 — R, R sin20).
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Inoltre si hanno

p

i = —2R sin200 + L sin6 6
ya = 2R cos2060 — L cos 06

iq = (L sin@ — 2R sin20) 0 + (L cos @ — 4R cos 20) 62
i = (—L cos@ + 2R cos 20) 6 + (L sin6 — 4R sin 20) 62 .

\

» Per determinare le reazioni vincolari dinamiche in A ed in C si consideri la prima

equazione cardinale della dinamica

o equivalentemente

m&G:§e+q§e .

Poiché CI;C =P sinfv— & cosh e CI;A = —® 4 cos207— P4 sin 207,
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In componenti si trova

p

m (L sin@ — 2R sin20) 0 + m (L cos @ — 4R cos260) 02 = & sinh — d 4 cos 20
¢ m (=L cos + 2R cos20) 0 +m (L sin® — 4R sin 26) 62 =
= —®c cos — Py sin20 4+ mg,

e quindi, per 8 € (O, %) si ottengono

—m(—L sin? 9@—{—Lé—2R cos@é—{—L sin 0 c08992+g cosf—2g sinZ 0 cos 9)

m(4R sin2 062 -4 R6%2-2R sin 6 cos@é—l—L 608092—9 cos 6 sin 0)
(I)A - sin2 6—1

» Dalla seconda equazione cardinale della dinamica (si assume il baricentro GG dell’asta

AB come polo per il calcolo dei momenti)
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Si trova

dove

(C—G) x ¢ = ®c(2R cosh — L)k
(A—G)x ®p=—LPy sinbk.

Ricordando (6)), I'equazione differenziale del moto &

2m L2

cos? 6 |2mR(2R — L cos ) — + 2mLR cos0| 0 — 2mRL sinf cos? 662 =

= 4mgR sin® 6 cos® § — mgL sin® 6 cosd — mg cos O(2R cos — L)
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La forza attiva agente (la forza peso dell’asta) & conservativa. Il potenziale della forza
peso agente sul disco e Y = mgyg + ¢ = mg(R sin20 — L sinf) 4 c. Le posizioni di
equilibrio si trovano imponendo la stazionarieta della funzione potenziale:

dU
— =0 = 2mgR cos20 — mgL cos =0 = 4R cos®’6 — L cosf — 2R =0

do
L+ L2+ 32R?
= cosf = .
S8R
Poiché 6 € (0, Z) ed essendo cosf = L—y/L2+32R* < 0, risolviamo solamente
2 &R

L++/L2+4+32R2 ., : : : :
cosf = = 8R+ . Affinché tale equazione goniometrica ammetta soluzione deve

essere

L++/ IéQR—I—BQR2 <1 L < 2R
i N
CA < BA L>\/2R

2

Essendo poi per ipotesi L > R, si trova una sola configurazione di equilibrio, nel caso in

L++/L24+32R?

cui R< L < 2R: 0 = 0 =: arccos =R
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Inoltre si ha

d*U
d6? |g—g

_ _ _ L L2 + 32R?
= —4mgR sin 20 + mgL sinf = mgsin 6 (L — 8R +V 8R+ )

= —mg sin@+/ L2+ 32R2 < 0.

Quindi @ = 0 individua una posizione di equilibrio stabile.
N.B. La posizione di equilibrio dell’asta AB puo essere calcolata anche dalle equazioni
cardinali della statica

—»6 —»6 — —)6 —)e —
R —|— (D — 0, G + \IJG — 0,
da cui si ricavano anche le reazioni vincolari statiche

cos 260

cos 6

4 =mgtanf, Pco =mg []
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FEsercizio 3. In un piano verticale Oxy € mobile un’asta AB, omogenea e pesante,
di massa m e lunghezza 2L, avente ’estremo A scorrevole senza attrito sull’asse x.

Si chiede di determinare:

(a) le equazioni differenziali
o L A x del moto;
— >
(b) la reazione vincolare di-
0 namica, nell’istante ¢t =
0Oin cui A = O, B =
G (2L,0) e ’atto di moto &
nullo;
(c) gli integrali primi di
B moto;
(d) le posizioni di equilibrio
\ dell’asta;
Yy
(e) le reazioni vincolari all’e-
quilibrio.
Figura 3:
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Risoluzione. L’'asta AB ha due gradi di liberta. Siano ¢q1 := x4 = = € R,
g2 :=xTAB = 0 € [0,27). Per ipotesi, le condizioni iniziali sono date da

£(0) =0, 60)=0, #0)=0, 6(0)=0.
Le coordinate dei punti significativi dell’asta sono

G=(x+ L cosf, L sinf)

A= (z,0).
Inoltre si hanno
:'cc;:j:—Lsinﬁé igzj}—LsiHGé—LCOSGQQ
. S . .
yg = L cos 00 jac =L cos08 — L sinf 62 .
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La prima equazione cardinale della dinamica

o equivalentemente

In componenti si trova
mzg =0
. (8)
miyg =mg — Pa .

Da (8)1, si ottiene una delle due equazioni differenziali del moto richieste:

#— L sin060 — L cosf0? =0

Inoltre, da (8)1 e dalle condizioni iniziali fissate, si ricava uno dei due integrali primi di

moto richiesti:

& — L sin0f =0

ZEG::'Cg(O) = g =0 =
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Da (8)2, si trova la reazione vincolare dinamica in A:
Sy =mg—miyg = @A:mg—m(LCOSQé—LSiHQQQ) : (9)
Nell'istante ¢t = 0, la reazione vincolare dinamica in A &

Bul,_g=mg—m [L cos 0(0) 6(0) — L sin 6(0) 9’2(0)}

=mg—mL |6(0)

da calcolare

» Dalla seconda equazione cardinale della dinamica (si assume il baricentro G dell’asta
AB come polo per il calcolo dei momenti)

—= = Q% + T |. (10)
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Poiché

si trova
L2 .
m 0 =L®y coshb,

e sostituendovi |'espressione ricavata in (9) si ottiene

mL* 0 =1 [mg—m(L cos00 — L SiH@éQ)} cos 0.

La seconda equazione differenziale del moto richiesta € quindi

1 . :
<§ —I-(30829) 0 — sin6 COSQ@Q—%COSQZO- (11)
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39

Nel caso in cui t = 0 diventa 6(0) = i La reazione vincolare dinamica in A, nel caso
incuit=0, &
39 1
Ppl,_g=mg—mL—=|-m
Ali=g g AL 1 9

» Poiché le forze attive agenti sono conservative con potenziale I/ ed i vincoli sono fissi
e bilaterali, € valido il Teorema di Conservazione dell’Energia Meccanica

T+V =F

dove V = —U e lI'energia potenziale del disco ed E € una costante che rappresenta

I'energia totale del sistema e che possiamo calcolare mediante le condizioni iniziali.
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L'energia cinetica dell’asta AB & data da (Teorema di Konig per I'energia cinetica)

1 1 1 1 . 4 .
T = 5mvé—|—T’=5mvé+51%w2:§m(x2—2]) Sln0$9+§L292>

Le forze attive agenti sono conservative. |l potenziale delle forze agenti sul disco &
U=mgyg +c=mgL sinf + c. (12)

Ricordando le condizioni iniziali assegnate, un altro integrale primo di moto per I'asta
AB e

1 .4 :
5m(x°2 — 2L sinfxz 0+ §L292> — mgL sinf =0 |.

» Per determinare le eventuali posizioni di equilibrio dell’asta AB possiamo applicare i

seguenti due metodi.
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| metodo: Dalle equazioni cardinali della statica

R + de =0 ® 4 = mg | reazione vincolare statica in A
5 5 . =
Q¢ 4+ ¥ =0 LPpcosh=0= 60=2 Vv =3I,

Quindi le posizioni di equilibrio dell’'asta AB sono individuate da

s 3
(xeag)\/(xt?)?)) $€€R

|l metodo: Le forze attive agenti sono conservative. |l potenziale delle forze agenti

sull'asta e
U=mgyg +c=mgL sinf + c.

Le posizioni di equilibrio si trovano imponendo la stazionarieta della funzione potenziale:

ou
5 =0 0=0
ox —
=
8_“ —0 mglL cosf = 0
00
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Si ottengono dunque le seguenti posizioni di equilibrio

3
(me,z)\/ xe,g , Te €ER| L
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FEsercizio 4. In un piano verticale Oxy € mobile una lamina quadrata ABC'D,
omogenea e pesante, di massa m e diagonale AC' = 2L. Un suo vertice A & vincolato
a scorrere senza attrito lungo ’asse . All’estremo B e applicata la forza elastica

Fg = —k(B — B"),con k = % e B’ proiezione ortogonale di B sull’asse x. Si chiede

di determinare:

le equazioni differenziali del moto;

O

gli integrali primi di moto per il

sistema materiale;
la reazione vincolare dinamica in A;

la reazione vincolare dinamica in A,
nell’istante ¢ = 0, nel caso in cui ini-
zialmente A = O, C' = (2L,0), con
atto di moto nullo;

le posizioni di equilibrio della lami-
na;

(f) la reazione vincolare statica in A.

Figura 4:
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Risoluzione. La lamina ABC'D ha due gradi di liberta. Siano q1 := x4 = = € R,
g2 :=yTAC = 0 € [0,27). Per ipotesi, le condizioni iniziali sono date da

Si osservi che AB = v/2 L. Le coordinate dei punti significativi della lamina sono

(x+ L sin@, L cos6)

(2, 0)
( -I-\/iLcos(Z—G) ﬁLsin(%—H))
=(x+ L (cos@ +sinf) , L (cosf —sinh)) .

G
A
B

Inoltre si hanno
ia =4+ L cosf — L sin 0 62

iq =2+ L cosf0
g = —L sin0f — L cos 062 .

Yo = —L sin6 0
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» Consideriamo le equazioni cardinali della dinamica

( dQ’ . .
_:Re @6
dt +

:Qe \Ife

T atV¥ag

o equivalentemente

m&’G:mﬁ—k(B—B/)—i—(I;A

i , ) (13)
Ig: — = —k(B— B') x (G = B)+ %4 x (G - A).

La (13);1 in componenti diventa

mig =0
(14)
myg =mg —kyp — P4 .
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Da (14); si ricava una delle due equazioni differenziali del moto della lamina:

T+ L cosO0 — L sinf6? =0

Da (14)2 si ottiene |'espressione della reazione vincolare dinamica in A:
by =mL (Sin0é+005092>+mg—kL (cos@ —sin0) . (15)

Inoltre, da (14); e dalle condizioni iniziali fissate, si ricava uno dei due integrali primi di
moto richiesti:

iq=2q(0) = 2g =0 = |+ L cosff=0]|.
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Poiché

~ m(v2L)? _ mL?

Ig, =
“ 6 3
G=—0k
ﬁ% — —kyg(zp —xa)k = —kL?(cos 0 — sinf) cos 0 k
\I_}é« = —(I)A(CCA —ajc;)EZL SiHQ@AE,

da (14)2 si ottiene I'altra equazione differenziale del moto del sistema materiale:

L? .
M2 §— kL2 (cos@ — sin0) cos 0

+ L sin6 [mL (sin9é+cos092) +mg — kL (0089—sin9)] ,

o equivalentemente

1 . :
mL? <§ + sin? 9) 6 + mL? sinf cosf0? = kL?(cos® § — sin? ) — mgL sin@ |, (16)
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» Poiché le forze attive agenti sono conservative con potenziale U ed i vincoli sono fissi
e bilaterali, & valido il Teorema di Conservazione dell’'Energia Meccanica

T+V =FE

dove V = —U e I'energia potenziale del disco ed E & una costante che rappresenta
I’energia totale del sistema e che possiamo calcolare mediante le condizioni iniziali.
L'energia cinetica della lamina & data da (Teorema di Kdnig per I'energia cinetica)

1 1 1 : : 1 mL? .
T :—mvé—i——IGZw2:—m(:’c2—|—2LCOSG:i30—|—L292)—|——m 62
2 2 2 2 3
1 . 42 .
=| =m (2% +2L COSHx'Q—i——GQ)
2 3
Il potenziale delle forze agenti sulla lamina &
k 712 koo N2
U=mgyg — §|B—B| +c=mgL cosf — §L (cos@ —sinf)“ + c. (17)
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Ricordando le condizioni iniziali assegnate, un altro integrale primo di moto per |l
sistema materiale &

1 . AL? k k
im(:i:2—|—2L cosH:i:Q#—T@Q) — mgL COS(9—|—§L2(COSQ—Sin9)2:§L2 :

» Da (15) e dalle condizioni iniziali assegnate, si ottiene la reazione vincolare dinamica
in A nel caso in cui t = 0:

Pal,_g =mL [sin 0(0) 8(0) + cos 0(0) 82(0)| + mg — kL [cos 6(0) — sin 6(0)]

=mL |6(0)| +mg+ kL.

da calcolare

Da (16), nel caso in cui t =0, si ha

4 3 mg+ kL

~mL?0(0) = —kL? —mgL = 6(0) = — : 18
3™ (0) mg (0) Y7 (18)

3 kL
e quindi | @4, =~ mL %
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—I—mg—i—kL:Z(mg—l—kL) :




» Per determinare le posizioni di equilibrio della lamina possiamo applicare i seguenti
due metodi.
» | metodo: Dalle equazioni cardinali della statica

Re+d¢ =0 ®4 =mg — kL(cosf — sin6)
5 5 I
Qe +¥s =0 kL?(cos? 0 — sin? ) — mgL sinf = 0.

Poiché k = 7 i ha
7

%LQ(COSQQ—Sin2 0) — mgL sinf =0 = 2sin®f +sinf —1=0

1
= sinf = 5 V sinf = —1

da cui si ottengono le seguenti posizioni di equilibrio per |'asta:

( 7T)\/ 15%s v 37 cR
Te, — Te, — Te, — |, x )
e 6 e 6 e 2 e
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In corrispondenza a ciascuna configurazione di equilibrio si trova |'espressione della

reazione vincolare statica in A:

se (me, %) = by = 3_2\/§ mg
se (zc, 2F) = <I>A:3+2—\/§mg
37

se (95677) = b4 =0

» || metodo: Le forze attive agenti sono conservative. Da (17), il potenziale delle forze
agenti sulla lamina &

k

k
U=mgyg — §|B—B’\2 +c=mgL cosf — §L2(COSQ—Sin6)2 +c.

Le posizioni di equilibrio si trovano imponendo la stazionarieta della funzione potenziale:

ou
Fa 0=0
=
ou —0 —mgL sinf — k L?(cos§ — sin@)(—sin@ — cos ) = 0. ]
00
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FEsercizio 5. In un piano verticale Oxy si consideri un’asta AB, omogenea e
pesante, di massa m e lunghezza 2L, avente gli estremi A e B, rispettivamente,

scorrevoli senza attrito sull’asse x e sull’asse y. Si chiede di determinare:

YA
B (a) l’equazione differenziale del moto;
G (b) le reazioni vincolari dinamiche in A
0 ed in B;
(c) le posizioni di equilibrio dell’asta;
N » (d) le reazioni vincolari all’equilibrio in
0 A x A ein B.

Figura 5:
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Risoluzione. L'asta AB ha un grado di liberta. Sia q := y_éA =6 ¢€ (—m,m|. La
forza attiva agente

p=mg,

e conservativa. Le coordinate dei punti significativi dell’asta sono

G = (L sin6, L cos6)
A= (2L sinf, 0)
B = (0, 2L cos?).

Inoltre si hanno

dzgzLCOSQQ igzLCOSHé—LSiHQQQ
JG = —L sin6 jjic =—L sin0f — L cos662.
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» Per determinare le reazioni vincolari dinamiche in A ed in B si consideri la prima

equazione cardinale della dinamica

o equivalentemente

In componenti si trova

m(L cos060 — L Sin092) = dp
m(—L sin6 — L 605092) =®4 —mg,

da cui le reazioni vincolari dinamiche in A ed in B sono espresse da

dp :m(L cos00 — L sin092)

. : (19)
D 4 :mg—i—m(—L sinf 6 — L 008992) :
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» Dalla seconda equazione cardinale della dinamica (si assume il baricentro G dell’asta

AB come polo per il calcolo dei momenti)

— =Q% +v& |. 20
& =0 + T (20)
Si trova

- .~ m(2L)? .~ mL? ..

G783 12 3

Qg =0

TS =(A—G)xPu+(B—G)xPg =P, Lsind —dp L cosh.

Ricordando (19), I'equazione differenziale del moto &

. 3
A
AL
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» Per determinare le posizioni di equilibrio dell’asta,
| metodo: Si applicano le equazioni cardinali della statica (la seconda & calcolata

rispetto al polo A) Re + &¢ = 0, ﬁi + \I_}j =0. In componenti si ha

dp =0
y Pa =mg
—Pp 2L cosf +mgL sin0 =0 = |[6=0V 0=

|l metodo: Le forze attive agenti sono conservative. |l potenziale delle forze agenti
sull'asta e

U=—mgyg +c= —mgL cosf + c.

Le posizioni di equilibrio si trovano imponendo la stazionarieta della funzione potenziale:

g:O = mgL sinf =0. L[]
do
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FEsercizio 6. Nel riferimento cartesiano ortogonale Oxyz, si consideri un’asta AB,
omogenea e pesante, di massa m e lunghezza 2L, avente gli estremi A e B,
rispettivamente, scorrevoli senza attrito sul piano Oxy e sull’asse z. Si supponga
che inizialmente A = (2L,0,0), B = O e ’atto di moto sia nullo. Si chiede di

determinare gli eventuali integrali primi del moto.

A z

B,
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Risoluzione. L'asta AB ha due gradi di libertd. Siano ¢ := 2" BA =0 € [0, 7] e
g2 ;= TOA = ¢ € [0,27). La forza attiva p = mg, agente sull'asta, & conservativa. Le

coordinate del baricentro (G dell’asta sono

G = (L sinf cosp, L sinf sinp, L cos®)

Inoltre si hanno

(

rq = L cos@ cosgoé—L sin 6 sin @ ¢
§ Yo =L cosf sinpb + L sin cosp

| 2a =—L sin 6 6

ve =i +Ug + 46 = LP 0% + L? sin® 0 o7 .
Le condizioni iniziali sono date da

T

> ©(0)=0, 6(0)=0, ¢0)=0.

0(0) =
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» Poiché le forze attive agenti sono conservative con potenziale U ed i vincoli sono fissi
e bilaterali, & valido il Teorema di Conservazione dell’'Energia Meccanica

T+V=F

dove V = —U e I'energia potenziale del disco ed E & una costante che rappresenta
I’energia totale del sistema e che possiamo calcolare mediante le condizioni iniziali.
L'energia cinetica dell’asta AB & data da (Teorema di Konig per I'energia cinetica)

1T o, o, 1 o, 1. . .

Calcolo di I @ - &:

Si consideri un riferimento baricentrale Gx’y’z’ solidale con I'asta AB (Figura 5).
Rispetto agli assi di tale riferimento

2L)2 L?
Ic = m(1—2) diag[0,1,1] = —

diag[0, 1, 1].
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Rispetto al riferimento Oxyz, la velocita angolare dell’'asta AB & determinata dalla
somma di due velocita angolari: una dovuta alla rotazione attorno all'asse Oz

(J1 = goE) I'altra attorno all’asse Gz’ perpendicolare all'asta AB ed al piano rotante
OBA (&Jg = 0k’ k' versore dell’asse GZz"). Quindi si ha

W= k —|—9E’=gb (—cosﬁ?’—l—sin@f’) + 0K

da cui
0O 0O 0] [—cosfp 0
. mL? _ : mL? | :
IGWZT 0O 1 0 sin 0 ¢ = 5 sin 0 ¢
o o0 1| 6 s
e
L . mlL? oL : L
Iow- -0 = 3 ( 0, sinf¢y, 6 >( —cosB¢p, sinfp, 6O )

= mTLQ (92 —|—sin29<,b2) .
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L'energia cinetica dell’asta AB ¢

T == - mL? (9’2 +sin2 6 ¢2)

W

1
2

Il potenziale della forza peso (la sola forza attiva agente sull’asta) &
U= —mgzg +c= —mgL cosf + c.

Pertanto un integrale primo del moto €

2 .
3 mL? (92 + sin? 9gb2) + mgL cosf =0
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» Per determinare un altro integrale primo del moto, si osservi che, dalla seconda
equazione cardinale della dinamica (calcolata rispetto al polo O):

dK = 3
d_tozmg*x(O—G)—i—@Ax(O—A)—I—@BX(O—B)a

essendo mg || Z, ®4 || Z, (O — B) || Z, si ottiene

d‘[_{’ o nd g — — —
d—;)-kzmgx(O—G)-k+¢Ax(O—A)-k+<I>Bx(O—B)-k
dK~ - S
= d—to-k:0:> Ko -k=cl,

dove c € una costante che dipende dalle condizioni iniziali. Applicando il Teorema di

Konig per il momento della quantita di moto, si ha
Ko =Kg+mig x (0—-3Q),

dove
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7 7 k
mﬁgx(O—G):(G—O)meUGZ rq Ya z2G

mxg MyYg Mzqg

In particolare, si deve calcolare
mvg x (0—QG)-k=m(zcia — &c ya)
=m [L sin @ cos ¢ (L cos@ sinp6 + L sin 6 cosgogb) +
— (L cos 6 cosgoé — L sin6 Singagb) L sin6 singo]
=mL? sin® 0 ¢.

Inoltre si ha
mL?

Ko=Ia3 = (sin9¢j’+él$’> |
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Essendo

7 = sinf cos 7+ sinf sinp 77— cos 0 k

—/

= cosf cospr+ cosO sinp 7+ sin 0 k

—

k' =sinp7—cosp7

si ottiene

Ko k=21

sin” 0 ¢

e quindi

Lo L2 AmL?
Ko k=c = 22 sin20p4+mL?sin20p=c = stinZGsb:O-

Un altro integrale primo del moto &

sin0p =0
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