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FEsercizio 1. Si consideri un sistema materiale pesante costituito da : un’asta
omogenea AB, di massa 2m e lunghezza 2L, un’asta OC', di massa trascurabile e
lunghezza L, alla cui estremita C' e saldato un punto materiale P di massa m. Tale
sistema e vincolato ad appartenere ad un piano verticale 7, mobile in un riferimento
cartesiano ortogonale Oxyz, attorno all’asse Oz. Gli estremi O ed A,
rispettivamente dell’asta OC' e dell’asta AB, sono incernierati sull’asse Oz, a
distanza L fra loro, mentre ’estremo C' € vincolato a scorrere su AB. Supposti i

vincoli lisci, si chiede di
(a) scrivere le equazioni differenziali del moto del sistema;
(b) determinare eventuali integrali primi del moto.

Supposto ora il piano 7 uniformemente rotante, con velocita angolare costante @

attorno ad Oz

(c) determinare il valore di w? affinché sia di equilibrio relativo la configurazione

corrispondente all’angolo OAB = g e studiare la stabilita di tale

configurazione.
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Figura 1:
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Risoluzione. Sistema materiale olonomo, a vincoli lisci e fissi, soggetto a forze

conservative, con due gradi di liberta. Siano

qg1 = ¢ € [0,2m) ¢ angolo compreso tra il piano zz ed il piano ;

g2 =0¢€0,2r) 6=0AC.

» Il potenziale delle forze applicate al sistema &

U=-2mgzg —mgzp +c
dove
zg = L — L cos6
_ s
zp = L sin (29 — 5) = —L cos26.
Pertanto

U =mgL cos20 + 2mgL cosf + c
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L'energia cinetica del sistema e

1 1
T =Tap +Tp:§mv123+§IAcD’-J}

dove

vh = L?sin®20¢? +4 L2062

ok + 073 =

&l
Il

= —pcosbi+ psinb ) + 075
avendo indicato con Aj17273 un riferimento solidale con AB (A1 supporto di AB) e

1
Ii = 2mg 4L? diag(0,1,1).
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L'energia cinetica dell’'asta AB e dunque

mL?(sin? 6 $2 + 62)

N | —
w| oo

Tap =
da cui l'energia cinetica del sistema ¢

T = mL? [56% + sin? 0 (3 cos? 6 + 2)¢?] .

DN | =
Wl s

Considerata la langrangiana del sistema £ = I+ U/ e applicate le equazioni di Lagrange

(doL oL _
) dt 96 06
doL oL
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si trova

20 .2
gmLQQ — gmLQQbQ sin 20(3 cos 20 + 2) + 2mgL(sin 6 + sin 20) = 0

25in 6 cos (3 cos 20 + 2)0¢p — 6sin> O cos 00 ¢ + sin? (3 cos? 0 + 2)p = 0

oL

» Poiché — = 0, si ricava l'integrale primo — = c cioe
© 0P

sin? (3 cos? 0 + 2)p = c.

Inoltre si conserva I'energia meccanica del sistema e quindi un secondo integrale primo &
datoda 7'+ V = F, cioe

W

1 .
5 mL? [56% + sin® 6 (3 cos® 8 + 2)¢?] — mgL cos20 — 2mgL cosf = E..

Esercitazioni di Meccanica Razionale - a.a. 2002/2003 - Meccanica analitica - II - ©2003 M.G. Naso — p.7



» Se v =w € RT, il sistema ha un solo grado di liberta.
Nel riferimento relativo (piano 7):

U = Ureai + ucentrifughe
2
ucentrifughe = g mL2w? sin® 9(3 cos? 6 + 2)

da cui, applicando il metodo della stazionarieta del potenziale, si ha

dU 4
-7 = —2mgL sin (1 + 2cos0) + 3 mw?L? sin6 cos0(3 cos 26 + 2).
s .. . R
Se 0 = 3 e posizione di equilibrio,
di
— =0 = w? =12 g
do g = L
3
: d*U :
inoltre —— r = —39mgL < 0 = stabile. L]
do? |,_ L~
3
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FEsercizio 2. Nel piano verticale Oxy si consideri il sistema materiale pesante

costituito da un triangolo rettangolo omogeneo ABD, di massa m e cateti

3\F

AB = —— R, AD = 2 R scorrevole senza attrito con il lato AB su Ox, e da una

c1rconferenza omogenea, di massa m e raggio R, che rotola senza strisciare su Oy ed
e vincolata a passare per un anellino saldato in D. Oltre alle forze peso, sul sistema
agiscono una forza viscosa F,=—hv 4, h > 0, ed una coppia applicata alla
circonferenza di momento M = 3 %(D — G)N(C — @), B €RT. Si chiede:

(a) determinare le posizioni di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita al

variare di (;

(b) scrivere ’equazione differenziale del moto.
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Figura 2:
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Risoluzione. Sistema materiale olonomo, a vincoli fissi, con un grado di liberta. Sia

q=CGD=0¢€]0,2m).

Siano
(G—-0) = RV+ gR—i—Rsin(w—H)}j’:R’f—i— (gR—i—Rsine)j’
o = Rcos007
(D—0) = R(1—-cosh)i+ gRj’
ip = Rsindo7.

Dall'ipotesi di rotolamento senza strisciamento del disco sull’asse y, si ottiene
|’espressione di &, velocita angolare del disco, in funzione del parametro lagrangiano 6.

Infatti si ha

wR7T=7Tgs=Rcosf07 = w=-cosh.
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» Il potenziale delle forze applicate al sistema &

U=mgyg + ucoppia +c

dove
3 :
yg = §R—|—Rsm9
M = —BngsinGE.

» Mediante il metodo di stazionarieta del potenziale, considerata |I'equazione

di 1
0 =mgR cosf — BmgR sinf cosd =0 = cosf =0 V sinf = E

si determinano le seguenti posizioni di equilibrio ordinarie:
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® e 0<pB<«1,

_ 1
® sepB3>1, 0:=arcsin —,

3 _ _

0 = \/0=§7T\/0:9\/9:7T—9.

TT
2
» Per lo studio della stabilita, essendo

d*U

—57 = —mgRsind — BmgR (1 -2 sin® 6)0)

risultanostabili@zgse0<ﬁ<1,9:9_e9:7r—9_seﬁ>1.
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B =1 e un punto di biforcazione stabile.

B 0 1

Y

7

5 > — — — — — — — —
T—0 39 ®

3

—Tr
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» L’energia cinetica del sistema ¢

L~ 1 2
T=1T;,+Tc = EmeGl + §ICzw

dove I, = mR? + mR? = 2mR? e G ¢ il baricentro della lamina triangolare.
Pertanto |'energia cinetica del sistema materiale &

1 :
T = 5 mR?(1 + cos® 6)6% .

» Indicato con (), la componente lagrangiana della forza viscosa Fy, si ha

L OU ov OA .
Qp :Fv‘% :_h6A°% :—hﬁA-% — —hR? sin?090.
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Dalla

daor or ol

io6 98 oo T

si ricava |'equazione differenziale del moto richiesta:

. 1 . h .
(1 + cos? 6)0 — 5 sin 260 62 + — sin? 0 6 — % cos 6 + g—; sin20 = 0.
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