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Campionamento

Esercizio 1. Durante un processo di produzione vengono estratti 300 campioni di un pezzo
e ne viene misurato lo spessore in mm, fornendo una media campionaria di 2, 6 mm. Si
sa inoltre che la varianza della variabile casuale che da lo spessore e 0, 4 mm?. Qual e la
probabilita che il valore atteso dello spessore sia inferiore a 2, 5 mm?

Risoluzione. Sia X la variabile casuale che denota lo spessore in mm,
posto

>

n — HX
7 —
a/\/n

dal Teorema del limite centrale risulta che

_ 1 —
co Xn:—E X,
) L

Z ~N(0;1) per n > 30.

Essendo n = 300 possiamo utilizzare I'approssimazione indicata.
Eseguiamo alcuni passaggi algebrici:

ux <25  —ux>-—-25  26—pux >2.6—25
2.6—,LLX 2.6 —2.5 2.6—,LLX

/0.4/300 g V0.47300  /0.4/300

> 2.74 .
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Ne segue che
px < 2.5 7 >2.74

quindi
Plux <25]=P[Z > 274 =1 —0.99693 = 0.00307.
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Esercizio 2. In un processo di produzione vengono prodotte sbarre con una lunghezza data
da una distribuzione normale, di cui si conosce la deviazione standard, pari a 0, 2 m. Si
esegue un campionamento per calcolare il valore atteso, misurando un numero 7 di sbarre e
calcolando la media. Qual e la numerosita del campione che garantisce una probabilita
superiore al 97% che la media campionaria disti dal valore atteso per meno di 1 cm?

Risoluzione. Sia X la v.c. che denota la lunghezza delle sbarre in m e sia

X, = % > X, bisogna determinare n tale che
1=1

P[|X, — px| <0.01] >0.97.

Essendo

— 0'2 Y — UXx
Xn ~ ; _X p— ZN O7 ]_ Z: n
N(ux - ) N(0,1) con N

}Yn—uxlz%m:

0.2
— |Z].

|
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Quindi il problema diventa determinare n:

0.01
0.2/y/n

P [|Z| < 0.05y/n] > 0.97
2-P[0<Z<0.05/n] >2-0.485
P|Z <0.05y/n] — P[Z < 0] > 0.485
P|Z < 0.05y/n| — 0.5 > 0.485
P |Z < 0.05y/n| > 0.985
@, (0.05v/n) > ®4(2.17)
Quindi 0.05y/n > 2,17 => n > 1884.

P [\Z| < ] > 0.97

|
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Esercizio 3 (Tema d’esame del 07/12/2004).

Si supponga che una distribuzione con media incognita abbia deviazione standard uguale a
1. Quanto deve essere grande un campione affinché si abbia una probabilita almeno del
90% che la media campionaria X ,, disti meno di 0.5 dalla media della popolazione?
Risoluzione. Bisogna determinare n tale che

P || X, — pux| <0.5] >0.90.

Ricordiamo la legge dei grandi numeri: sia f(-) una densita con media . e

varianza o2, e sia X,, la media campionaria di un campione casuale di
ampiezza n estratto da f(-), siano ¢ e § due numeri fissati che soddisfano

e>0e0<5<1,allorasen>%:
PHyn—,u‘<e] >1—0.
Abbiamo o? =1,e=05ed =1 —0.90 = 0.10, percio

o 1
n > =

— 40.
€25 (0.5)*-0.10

Quindi la probabilita che la media campionaria differisca dalla media
incognita della popolazione di 0.5 e almeno del 90% se si prende un

, campione casuale di ampiezza superiore a 40. |
1
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Stima parametrica

Esercizio 4. Si consideri per ¥ > 0 la funzione definita da

( %x se()gxgg
fx (z;9) = < %-(19—:13) seg<x§19
L 0 altrimenti

a) Verificare che per ogni 1 > 0, fx (+;1) rappresenta una funzione di densita di
probabilita.

b) Sia X1, Xo, - -+, X,, un campione casuale estratto dalla popolazione di densita

mn
fx (-, ), stabilire se ' = 2 3~ X & uno stimatore corretto di ©J.

1=1
Risoluzione.
a) Risulta
o 1 2
- Nder = =9—= =1
[ fx @y do = 5o

quindi fx (-;9) rappresenta una funzione di densita di probabilita Vv > 0.

| |
| |
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| |
b) 7' & uno stimatore corretto o non distorto diJ se F[T] = ¢.

Nel nostro caso £ [X]| = 1d e

2 — 2 —
ElT =F|— X;| = — E X =
2 2 1 . .
:—-nE[X]:—niﬁ:ﬂ:Io stimatore e corretto.
n n
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Esercizio 5. Sia X la variabile casuale di Poisson di parametro A,

a) calcolare lo stimatore di massima verosimiglianza di A;
b) verificare la correttezza dello stimatore trovato;

c) calcolare 'errore quadratico medio;

d) determinare uno stimatore con il metodo dei momenti;

e) supponendo poi di avere i seguenti dati campionati
2,3,2, 4,3.5,4,2,3,2,3,4,2,3,4,3,2,3,4,5, 4, 3,3, 4

calcolare il valore stimato di \.

Risoluzione.
a) X ha funzione di densita di probabilita

AT )\
Ay sex €N
fx (x; ) =< *

0 altrove

I I
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La funzione di verosimiglianza e

A1 A2

- A

L(xy, - ,xp, ) = re s —em
I1. 9.
1

LE1!$2! < .len'

\E1tTet o+ Tn

—n\

(& p—

331!562! ce l’n'

—nA\

conx; € N,i=1,--- ,n. llvalore di A, )\, che massimizza L é detto stima

di massima verosimiglianza e A (X, Xo, -+, X,,) € lo stimatore di
massima verosimiglianza . Calcoliamo

d —nA

(&
L () =

ZCl!xz!--

.
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Cerchiamo gli zeri della derivata prima di L (z1,--- , x,, \) rispetto a A

n mn

Zzi)\ =t — nA =t =0

i=1

o ;xz ;xz

XZCB@)\ - —n\ =0

i=1

1 n R lez
N T = 0= A ) y T ydn = = = Tp.
)\Zaz n (1, T2 Tp) - T

1=1

Si verifica che X & un punto di massimo , anche se in modo piuttosto
faticoso (fare, oppure.......... ).
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|
ouindi
D T
1=1

A($17a}27'”7$n): n :fn

e la stima di massima verosimiglianza di A e la media campionaria lo
stimatore di massima verosimiglianza. Allo stesso risultato si perviene
usando la log-verosimiglianza

In[L(z1, - ,xn,A)] = —n)ﬂ—Z:cﬂnA— Zln(:cz-!).
i=1 i=1

Calcoliamo
D T
iln[L(az e, N)] = —n 4+ =L
d\ 1 s Lny - \
Poniamo uguale a zero la derivata prima
D T D T
i+ S =0 = (21, L0, ,Tp) = T =T,

I |
|
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Lo stesso risultato di prima, ma si tratta di un punto di massimo?

& o 5
pellL( e N[ |5 == < 0= A PUNTO DI MAX

b) Per determinare se lo stimatore € non distorto calcoliamo

ixi] - %nE X].

Essendo X v.c. di Poisson di parametro A, si ha E [ X| = A, quindi

E [K(Xl,XQ,--- ,Xn)} —E[X,] = %E

E P\ (X1, Xa, - ,Xn)} — )\ = A stimatore non distorto.
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| |
c) Chiamiamo errore quadratico medio di uno stimatore ' =t (X1, --- , X,,),

la funzione di ¥ data da:
MSE[T] () = E [(T - T(ﬁ))ﬂ
con 7(v) funzione del parametro da stimare. Ma
MSE [T] (9) = var [T] + [D[T] (), DIT](9) = 7(9) — E[T]

Nel nostro caso E [T\} =A== D {/A\} = 0, quindi

N N _ 1 — 1 A
MSE [A] = var [A} —= var [Xn] = E.Zvar[)(i]:_Q.n)\:E
X; ind. i=1
d) Determiniamo, ora, uno stimatore con il metodo dei momenti
Ricordiamo che con

ZX@, py = E[X"]

Indicano rispettivamente il momento campionario assoluto di ordine r e |l

momento di ordine r della variabile casuale X. |

|
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I metodo dei momenti consiste nel risolvere il sistema nelle incognite
VY1, -+, Y di k, numero dei parametri incogniti, di equazioni

(

A
/
o

/
L Mk

M
M,

M;

Nel nostro caso abbiamo solo un parametro da stimare, \, quindi calcoliamo

Posto pf = M{, risulta A = 1 Z

e) Troviamo A mediante i dati campionari
2:6+3-94+4-7+5-2

) =

1 mn
:E;Xi.

24

7
24

= — & 3.2083.
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Esercizio 6. Sia X7, X9 ....X,, un campione casuale di ampiezza n estratto da una
popolazione con distribuzione uniforme nell'intervallo [a —b,a+ b]. Determinare gli
stimatori di @ e b con il metodo dei momenti.

Risoluzione. Lintervallo ha ampiezza a + b — (a — b) = 2b, ne segue che la
funzione di densita di probabilita della v.c. X e

2% sca—b<x<a+b

;a,b) =
fx (w;a,0) 0 altrove

Per determinare gli stimatori di a € b con il metodo dei momenti, bisogna
risolvere il sistema

o
= X,

wpeoo= My )M .

oy = Mj Hy = X

Calcoliamo pj = 2tb4a=b — g e

|
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/ — X / 2 — _ —
iy = var [ X| 4 (u7) 19 +a 3+a
Sostituendo
a= X,
2 n
63 +a? % 2le2

ed eseguendo alcuni passaggi algebrici, ne segue che gli stimatori cercati
sono

2
S ~ 3 3
a:E;Xi e b_\nZXg_M(ZXi) .

|
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Esercizio 7. Sia data la variabile casuale unidimensionale X con funzione di densita di
probabilita data da:

L e 392 sex >0

0 altrimenti

con ¥ > 0.

a) Trovare uno stimatore di ¥ > 0 con il metodo di massima verosimiglianza.

b) Calcolare la densita di probabilita della variabile casuale Y = v/ X.

Risoluzione.
a) Costruiamo la funzione di verosimiglianza

L( 19) 1 BVEY 1 _ 72 1 _ VT
L1y 3 Lp, = e 392 - e 392 -, ., - e 392 —
b 1894 18094 1894
1 _ (VEFT+vEs - +vER)
= — 392
(1894)™ "

conz; >0,2=1,...,n.

I I
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| |
Cerchiamo ¥ che massimizza In L tra le soluzioni di % In L = 0. Calcoliamo

_ (Vmitvms .+ vaEn)

InL = -nlnl8¥* +1Ine 302
= -—nlnl8 —4nlnd — /TLE VT2 TV
3192

si ha
—dlnL—_—4i + 2; (Vo1 + Va2 + ...+ /Ty) =0
d 3 3 1 2 o o e n .

Essendo 9 > 0 risulta

;’\_ \/T1 T+ +/To2+ ...+ /Tp
N on

Vediamo se si tratta di un punto di massimo, calcoliamo

d? 4n 2
ne segue
9 92 -
o =2 (9, Y On) 8" . 5 PUNTO DI MAX.
d? 9=0 52 92 92 |
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|
Quindi

n
N PIREY
@ — 1=1
\ o6m
e uno stimatore di ¥ di massima verosimiglianza.

b) Determiniamo la densita di probabilita della variabile casuale Y = v X.
Siha Fy(y) = P[Y < ] :P[\/ng}. Sey < 0siha |z <y] = 0.
Sey > 0,siha

Y
1 _ v
Fy(y) = P[X <y?] :/187946 392 dx.
0

Posto t = X%, risulta dt = dr = 189*dt = d z. Quindi

392 6192\/_

2 Yy
392

Y
1 — —t — Y
/181946 39 da::/te dt =1 —¢e 3v (1+@)

0 0
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| |
Ne segue

I I
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Esercizio 8. Sisupponga che X7 , X2, X3 sia un campione casuale di ampiezza 3
estratto da una distribuzione esponenziale di media A. Si considerino i seguenti stimatori del

parametro \:

X1+ Xo X1+ 2Xo
;s =g

a) Indicare quali sono gli stimatori non distorti di \.

A1:X1,A2: ,A4273

b) Individuare tra gli stimatori non distorti quello con M'SE minimo.

Risoluzione. Sia X una v.c. esponenziale di media A, si ha

e x se x>0

O -

altrove

fx (x;A)Z{

con E [X] = A evar [X] = A\
a) Calcoliamo il valore atteso degli stimatori dati

E[A] = E[X1] = A,

5 :—(E[X1]+E[X2]):§'2)\:)\,

X1+ X 1 1
E[AQ]:E[ 1+ 2] ;
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SN 2)) = A\,

E[Ag]:E[X1+2X2] 1 1

; =5 (B[X1]+2E[X5)) = 5

E[A] =F | X3 =\

b) Tutti gli stimatori dati sono non distorti, per individuare il preferibile,
calcoliamo la varianza di ciascuno:

var [A1] = var [X;] = \?,

; = - (var[X1] + var [Xp] + 2cov [X7, Xa]) =

_ i LI\ = %)\2 (X7 e X5 sono indipendenti),

X1+ X 1
var [Ag] = var [ LT 2]

; = = (var [X1] + 4var [X]) =

(12 2_?2
5 (/\+4>\)_9)\,

N

X1 +2X 1
var |[A3] = var [ L 2]

var [A4] = var | X 3| = %)\2.

Lo stimatore non distorto con varianza minima e la media campionaria.

|
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Esercizio 9. Il numero di interruzioni (crash) di un personal computer segue una
distribuzione di Poisson di parametro A. Sia X7, X5 ... .X,, un campione casuale di
ampiezza n estratto dalla distribuzione di Poisson data. Se il costo di riparazione e dato da

- | = 2
Y, =3X, +X,
dove X, & la media campionaria su n crash, calcolare F Yol
Risoluzione. Sia X una v.c. di Poisson di parametro A, si ha

AT =X
cse se z=0,1,2,3...
7)\ — ! )y Sy
fx (@A) { 0 altrove
con £ [X] = A e var [X] = \. Calcoliamo il valore atteso dello stimatore dato
E[Y,]=E {3777, + Yﬂ —3E[X,]|+E {Yﬂ —3A+E [Yi] .

Ma

n

b [72} - (& [yn])Q =var (X,|, var |X,]| = _

| |
|
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quindi
A
E[Y,] =3\+=+ X
n
e passando al limite per n — oo Si ha

E[Y, ] =31+ A2

I I
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Esercizio 10. Per un corso la prova d’accertamento del profitto € costituita da una batteria di
30 quesiti con risposta dicotomica. Si puo ipotizzare che chi risponde a caso ad un quesito

abbia probabilita % di indovinare la risposta esatta. Supponiamo che ogni risposta esatta sia

valutata %, si dica qual e per una persona perfettamente ignorante, la probabilita di ottenere
esattamente la sufficienza in una prova d’esame.

Sia X la variabile casuale che conteggia il numero di risposte esatte in una prova. E
ragionevole pensare che X = S + I dove S indica la variabile casuale che conteggia il
numero dei quesiti di cui il candidato conosce la risposta esatta, mentre [ € la variabile
casuale che conteggia il numero di risposte indovinate. Sia .S la v.c. binomiale di parametri

n =30epesial/S = slav.c. binomiale di parametrin = 30 — sep = %

a) Si determini la funzione di densita di probabilita congiunta di S e I, ps. (s, ).

e
b) Simostriche px(z) = > ps.r(s,z —s)conz =0,---, 30 edunque X & una
s=0

. . . . . . 1
variabile casuale binomiale di parametrin = 30 e #.

c) Sidetermini uno stimatore non distorto di p.
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Risoluzione. Per ipotesi X e la v.c. che conteggia il numero di risposte

esatte, ha distribuzione Bi (30, 1) con

30 »
px(fv)=< ) )p“’(lp)SO z=0,--30.

Nel caso ricerchiamo la probabilita di ottenere esattamente la sufficienza si

ha
20 1 18 1 12
D = 18) = — — ~ 0. .
D pX( 8) < 8 ) (2) <2> 0.08055

a) Sla0<s<30e0<i:<30-—sallora

e =(1 oo (7 )G G-

|
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b) Scelto 0 < s <30e 0 <7< 30— srisulta

px(x)= > psi(s;i)y= > psi(s,z—s)

(s,4): s+i=x (s,4): i=x—s

() ()

(2) ) s

Ricordando il binomio di Newton

s (1) (507 - ()

Si ha

conz =0,1,..., 30.
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Pertanto X e una binomiale di parametri 30 e HTP, di media

ltp

E[X]=30-—

15(1+p).

c) Determiniamo, inoltre, uno stimatore di p con il metodo dei momenti:

_ . X . :
X, =15(1 —|—p):>p:1—5n—1 stimatore di p .

Calcoliamo E [p]
1
E[ﬂzﬁ'15(1+p)—12p,

quindi p € corretto.

|
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Esercizio 11. Sia X1, X2 ... X, un campione casuale proveniente da una distribuzione

rettangolare nell'intervallo [0, 29| con ¥ > 0.
1) Si determini lo stimatore di ¢} con il metodo dei momenti.

2) Si verifichi se tale stimatore € consistente.

Risoluzione.

1) Lintervallo ha ampiezza 29 — 0 = 2, ne segue che la funzione di densita
di probabilita della v.c. rettangolare X e

1
= 0< <29
Ix (CU ) 0 altrove

Per determinare lo stimatore di «J con il metodo dei momenti, bisogna
risolvere I'equazione

pp =My =y = X,
rispetto a .

Calcoliamo py = 0*‘22"9 = 19, sostituendo nell’equazione precedente

risulta X,, uno stimatore di ¢. Essendo E |X,,| = 9, lo stimatore e non
distorto.

| |
|
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2) Calcoliamo

Ne segue

lim B [(X,-9)°| = lim "o,

n—-- 400

quindi lo stimatore e consistente.
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Esercizio 12 (Tema d’esame del 10/01/2006).

Sia X1, X9 ...X,, un campione casuale di ampiezza n estratto da una popolazione con
densita di probabilita

(1—%) se) < zx <4

altrove

con ¥ > 0.
1. Determinare uno stimatore 1" di 1 con il metodo dei momenti.

2. Stabilire se I" e distorto e calcolarne I'errore quadratico medio.

Risoluzione. Individuiamo lo stimatore 1" del parametro 9, risolvendo
rispetto a

Calcoliamo

quindi

I I
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_ 1 _
B Xn:§z9:>T:3Xn.

Lo stimatore & non distorto, infatti, £ [3X,,] = 3E [X,,] =3% =4
Calcoliamo, infine, I'errore quadratico medio

— X
MSE [T] = var [T] = var [3X,,| :9var[ ].
n
5 192 5 x 2 9?2 9? 92
0

Ne segue MSE [T] = %.

|
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Esercizio 13 (Tema d’esame del 12/07/2005).
Sia X1, X9 ...X,, un campione casuale di ampiezza n estratto da una popolazione con
densita di probabilita

5799271 se0<ax<h

0 altrove

Jx (37719) -

con ¥ > (. Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza © di 9.

Risoluzione. Calcoliamo la funzione di verosimiglianza

L(zy, w9, 20, V) = Hf(fl:z',ﬁ) = 5_”1919711_[96?_1
=1 i=1
con0<z; <5, 1=1,2,...,,n Quindi

InL=-ndInd+nlnd+ (I — 1)2110:67; e
i=1

I |
|
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_ d n
%MLZ —nlnbd + % —I—Zlnxi.

1=1
Poniamo
% InlL=0— 1/9\ — nn )
nlnb — > Inx,
1=1
Inoltre

quindi

|
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Esercizio 14 (Tema d’esame del 28/06/2005).

Sia X1,...,X, un campione casuale, di dimensione n, estratto da una distribuzione

rettangolare uniforme sullintervallo |a, 2a).

1. Determinare uno stimatore 77 di a con il metodo dei momenti. Verificare se lo stimatore
T} é distorto e calcolarne I'errore quadratico medio M S E|[T7].

2. Considerato poi lo stimatore 15 = §X1 + EXQ, verificare se 15 e distorto e calcolarne

I'errore quadratico medio M S E|[T5)].

3. Supposto n = 3, quale dei due stimatori 77 e 15 di a € preferibile (giustificare la

risposta)?
_ T — %_n -
T7 non distorto
CL2

T5 non distorto

MSE[T,) = 5o

T4 preferibile

I I
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Esercizio 15 (Tema d’esame del 11/04/2006).
Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza del parametro A per un campione
estratto dalla densita

Az —1)e MY seq > 1,

0 altrove.

fx(z) =

I I
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Esercizio 16 (Tema d’esame del 04/07/2006).

Sia X1, ..., Xgun campione aleatorio, di dimensione &, estratto da una distribuzione
rettangolare uniforme sull'intervallo [—1, b], con b > —1.
Si chiede:

1. determinare uno stimatore 77 di b con il metodo dei momenti;
. determinare se lo stimatore 77 sia distorto;

2
3. calcolare I'errore quadratico medio MSE|T7 |;
4

. considerato poi lo stimatore T, = 4Xg — X3 — X5 + 1, calcolarne I'errore quadratico
medio MSE[T5];

5. determinare quale dei due stimatori 1} e I5 di b sia preferibile, giustificando la risposta.
Ty =2Xg+1 |
17 non distorto

MSE[T] = &1

MSE[Ty] = &+
T4 preferibile

I I
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Esercizio 17 (Tema d’esame del 05/04/2005).

Sia X una variabile casuale normale con media /¢ e varianza 0. Siano X7, X5, X3 le

variabili casuali indipendenti descritte dalle tre determinazioni x1, 2, x5 di un campione

casuale estratto da essa. Per stimare il parametro 1 si considerano i due seguenti stimatori:
— X1+ X9+ X3 1 1 3

3 3 ; = 1+5 2—|-5 3

1. Dire se 73 e 'I" sono stimatori non distorti di .t e motivare la risposta.

2. Calcolare MSE[X 3] e MSE[T] e stabilire quale tra i due stimatori X 3 e T"di 1 sia
preferibile, motivando la risposta.

I X 3 non distorto
T' non distorto

MSE[X3]) = 2%
MSE[T] = 12

X 5 preferibile

| |
|
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