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10 Verifica delle ipotesi

10.1 Introduzione

La verifica delle ipotesi e strettamente connessa al
problema della stima. Si consideri un c.c.(X7y, ..., X,
estratto da una popolazione con funzione di densita
f(+;0). Ora non ci preoccupiamo piu di stimare il
parametro incognito €, ma utilizziamo il campione
per verificare qualche ipotesi che coinvolga il para-
metro.

Definizione: Un'’ipotesi statistica e un’affermazione
sul parametro della distribuzione della popolazione
che non sappiamo se sia vera o falsa.

Definizione: Un test € una procedura per determina-
re se 1 valori del campione e I'ipotesi sono compatibili.
In molti problemi di verifica, due sono le ipotesi che

vengono discusse:

[POTESI NULLA : Hy

IPOTESI ALTERNATIVA : Hy

Il test ¢ definito da una regione C' detta regione
critica del test:
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accetta Hy se (X1,...X,) € C
rifiuta Hy se (Xq,...X,) € C.
In qualunque test per verificare un’ipotesi nulla il
risultato puo essere sbagliato in due modi.
Errore di 1 specie : rifiutare Hy quando e vera
Errore di 2% specie : accettare Hy quando e falsa
Quando Hj e vera, la probabilita che venga rifiutata
non deve superare un certo valore a detto livello di
significativita del test (fissato in anticipo, p.es. 0.1,
0.05, 0.005).
« = P (errore di 1* specie)
B = P (errore di 2* specie)

Decisione H, vera H, falsa
. Decisione corretta Errore di seconda specie
Non rifiutare Hy Confidenza =1 — « P(err 2% sp) = f3
Errore di prima specie = ..
Rifiutare H, livello di significativita ecisione corretta

Potenza =1 —

P(err 1% sp) = «

Tra tutti i test che possiedono un errore di 1* spe-
cie con lo stesso livello di significativita (ampiezza),
si sceglie quello con ampiezza d’errore di 2% specie
piu piccolo.

Ci sono vari metodi per la determinazione di un
test. Noi esaminiamo quello chiamato metodo del-
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I'intervallo di confidenza, che consiste nell'usare un
intervallo di confidenza per ottenere un test.

Molti problema di verifica di ipotesi riguardano i
parametri (media, varianza) di distribuzioni normali.

o TEST SULLA MEDIA

1) se la varianza e nota (test 7Z)

2) se la varianza non e nota (test t di Student)

e TEST SULLA VARIANZA
1) se la media non ¢ nota (test x?)

2) se la media ¢ nota (test x?)

10.2 Test sulla media di una popolazione normale
quando la varianza € nota

10.2.1 Test bilaterali o a due code

Dato un c.c. (X1, ...X,,) estratto da una popolazione
normale N(u,o?nota) e fissato un certo valore piy,
si verifichi

I'ipotesi nulla Hy : 1 = 1
contro

I'ipotesi alternativa H; : p # po
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La media campionaria X,, ¢ lo stimatore puntuale

per la media incognita p della popolazione. Percio

H, si accetta quando X,, non si discosta troppo da

tto. Allora definiamo la regione critica C

C = (X1, Xo) 1 [ X —

con ¢ costante opportuna.

po| > ¢}

Se si desidera che « sia il livello di significativita
del test, bisogna calcolare ¢ in modo che

a = P(errore di 1% specie) =

P(|X,

Poiche X, ~ N(p, ) = Z ~ N(0,1) dove

Z _ AXnJ J240)

G

s1 ha:

\X Mo\ cy/n

% o
>C¢}
o

e quindi P(Z > i) = 7

o
ma P(Z > za) =5 = 2
. N 0-2
ClO€ C = Z%%

o= P

) =

—2P(Z

P(z] > "

—)

— po| > ¢)
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REGOLA: B
si rifiuta Hy se |2540| > zq
sl accetta Hy se \%| < za
NG 2
_,‘Z% Z‘%
accettazione
Elsempio

@ Sorgente @ Ricevente

segnale di valore p segnale ricevuto con ru-
more ~ N (u,4) (0 =2)

Per ridurre il rumore il segnale viene inviato 5
volte. La media campionaria dei 5 segnali ricevuti ¢

X, =9.5.
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ha motivo di credere che il valore inviato sia
1 = 8. Verificare tale ipotesi:

e al livello del 5%
H():,LL:,LLOZS Hl,u#S

- M0|_95 5 — ¥2.(1.5) = 1.68

Vi N
Z% = 20.025 — 1.96

1.68 < 1.96 = si accetta Hy.

e al livello del 10%
a=0.1=5=0.05
Z% = 20.05 — 1.645
1.68 > 1.645 = si rifiuta H,.

Problema: Qual ¢ il livello " giusto” da scegliere?
Prima si calcola il valore della statistica del test
cioe M, poi la probabilita che una normale stan-

n

dard, in valore assoluto, superi tale quantita. Questa
probabilita, detta il "p-dei-dati” del test fornisce il
livello di significativita critico, al di sotto del quale
la decisione cambia da rifiuto ad accettazione.

Statistica per I'Ingegneria - E. Vuk 191



Universita degli Studi di Brescia

Se il p-dei-dati > « allora si accetta H
< «vsi rifiuta Hy

Esempio (precedente)

o se X, =85
Kol — 858 _ 50,5 7 0.559

i v
P(|Z| > 0.559) = 2P(Z > 0.559) = 2:0.2877 =
0.5754,

I1 valore critico e altissimo = Hj si accetta.

ese X, =115
Xl 3,91

NG
P(|Z| > 3.91) =2P(Z > 3.91) = 0.0001
Il valore critico ¢ piccolissimo = H si rifiuta.

La probabilita di un errore di 2% specie (accetto Hy
quando e falsa) dipende da p.
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B(u) = P(accettare Hy) quando la media reale e p.

X, —

%__
X, —
:P(—Z% < > all < Z%>
vn
NG NG
:(I)<lu00 :u_|_zg>_q)<lu00 Iu_z%>
NG NG
doveZ:Y"__”.
v

Esempio (precedente)

Quanto vale la probabilita di accettare yu = 8 (= po)
quando in realta g = 10 con un l.d.s. a = 0.057

Z% = 20.025 — 1.96

8(10) = (=5 + 1.96) — (—/5 — 1.96)
= §(—0.276) — B(—4.196)
— ¥ — ©(0.276) — ¥ + $(4.196) ~ 1 — 0.60835
~ (.39165
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La funzione 1 — () e detta funzione di potenza del
test.

Per p fissato la potenza del test e la probabilita di
rifiutare (correttamente) I'ipotesi nulla Hy quando p
e il valore vero.

10.2.2 Test unilaterali o ad una coda

o Hy: 1= py contro Hy : > g
(1 < po)
Si rifiuta lipotesi nulla quando X,,, stimatore di p &

molto piu grande di uy.
La regione critica e cosi definita:

C={(X1,...X,): X, —po>c}
con ¢ tale che o = P[X,, — g > ¢ B
Se pp = po, Xp ~ N(Mo;%) e Z = 2

NG
N(0,1)
percio:

a=P(Z > c@), ma P(Z > z,) =«

o

NG

Statistica per I'Ingegneria - E. Vuk 194

= c= 2z,




Universita degli Studi di Brescia

Per il test con livello di significativita « vale

REGOLA: )
si rifiuta Hy se 22740 > 2
AL

si accetta Hy se X 2o 80 < o

\/ﬁ

R
accettazione

B(u) = P(accettare Hy) = P(Xn - il < 24)
o Vi
:P< nJ/’L_ILLO ‘|‘Za>
Vi Vi
Pz<BFi)
7
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o

n
Poiche ®(z,) =1—a = B(u) =1 — a.

+ 24)

Esempio (precedente)
Si sa che il segnale inviato ¢ superiore a 8. 1 dati
sono compatibili con l'ipotesi che la media e 87

Hy : = 8 contro Hy : > 8 (alternativa a una
coda)

Se X, = 9.5, Xt _ 1 68

\/ﬁ
a = 0.05 2o — R0.05 — 1.645
poiche 1.68 > 1.645 = H va rifiutata.

o Hy: =g contro Hy : p < g
(1 = po)

Al livello di significativita « si ha
REGOLA

si rifiuta Hy se X"a B« — 2,
\/_

si accetta Hy se X_ 0> —2z,
v
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accettazione

Osservazione: l'analogia tra la stima di parametri
attraverso gli intervalli di confidenza e la verifica delle
ipotesi e evidente.

10.3 Test sulla media di una popolazione normale
quando la varianza non € nota

10.3.1 Test bilaterali o a due code

Sia dato un c.c. Xi,..., X, estratto da un popola-
zione normale N con u e o incognite.

Hy: = pg contro Hy @ # py

Poiche 02 non ¢ nota, si usa come statistica la de-
viazione standard campionaria
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S = ! Z(Xz T Y71)2

n—1

7

. X _
e sappiamo che T, _1 = =20 ~ ¢, 1.

v _
Si rifiuta U'ipotesi nulla Hy quando \%| > ¢ con

B

¢ da determinare in funzione di c.

a = P(errore di 1¢ specie)
= P(‘Tn_l‘ > C) = P(Tn_l < —C> -+ P(Tn_l > C)

= QP(Tn_l > C)

= P(T,1>c)=5, ma P(T;, 1 >1ta, 1) =75
percio: (¢ = ta 1

REGOLA:

si rifiuta Hy se |[2220| > ta n1

n

si accetta Hy se | 2220 < ta ,_,

Sl
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_t%,n—l t%,n—l

accettazione

10.3.2 Test unilaterali o ad una coda

o Hy: =g contro Hy : > g
(1 < o)

al livello di significativita .

REGOLA:

si rifiuta Hy se X”i”o > ton-1
v
: Xn—Ho
s1 accetta Hy se == < o n—1
v
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toz,n—l
accettazione
o Hy: 1= p contro Hy : pu < g
(1> o)
REGOLA:

N\ < _
si rifiuta Hy se 2550 < —t4 1

n

sl accetta Hy se % > —to n—1
\/ﬁ
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Esempio
Il produttore di un pneumatico afferma che la vi-
ta media del suo prodotto ¢ di almeno 40000 mi-
glia. Preso un campione di 12 pneumatici si trovano
i seguenti dati (1000 = unita)

_ta,n—l

accettazione

Gomma| 1 | 2 | 3 ] 4 [5] 6 | 781 9 [ 10 [11]12
Vita |36.1]40.2|33.8 38542358 3741368 |37.2|33]36
Fissiamo o = 5%. Verifichiamo

Hy : pp > 40 contro Hy : p < 40.

[ calcoli forniscono:

X, ~ 37.2833

12 o

S~27319 (S=vS? S?2=L3(X;—X,)?

i=1
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37.2833 — 40)

2.7319
V12

~ —3.445

Tn—l — (

—to_05,11 = —1.796
—3.445 < —1.796 = H, va rifiutata.

Esempio

Si vuole verificare l'ipotesi che il consumo medio di
H>0 per abitazione sia di 350 galloni al di. Per un
campione di 20 abitazioni si ha:

340 | 356 | 332 | 362 | 318 | 344 | 386 | 402 | 322 | 360
362 | 354 | 340 | 372 | 338 | 375 | 364 | 355 | 324 | 370

Cosa si conclude?
Dobbiamo verificare
Hy : o= 350 contro Hy : p # 350

X, = 353.8

S ~ 21.85

Tn—l = % ~ (0.778
V20

e se o = 0.10 % = 0.05 t%’lg = t(),()5j19 = 1.729

0.778 < 1.729 l'ipotesi nulla e accettata ad un livello
del 10%.
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o se o = 0.05 % = 0.025 t%,lg = t0,025,19 = 2.093

0.778 < 2.093 l'ipotesi Hy e accettata ad un livello
del 5%.

10.4 Test sulla varianza di una popolazione nor-
male quando la media non € nota

10.4.1 Test bilaterali

Sia dato un c.c. Xy, ..., X, estratto da una una po-
polazione N con p e o2 incognite
Si vuole verificare per un valore o3 fissato:
Hy : 0% = 0§ contro Hy : 0° # o}
RicordiamoQChe la statistica
_ (n=1)S 2
V= 2 ~ Xn-1
Percio si adotta la seguente:

REGOLA: )
si accetta Hy se X%—%,n—l < (n_alg)s < XQ%,n_1

si rifiuta Hy negli altri casi.
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accettazione

10.4.2 Test unilaterali

e Hy: 0% =0} contro Hy : 0 > o
(0% < o)

REGOLA:

: —1)52
si accetta Hy se =15 2

si rifiuta Hy se
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accettazione |

o Hy: 0 =0} contro Hy : 0% < o
Caper)

REGOLA: ;
si accetta Hy se (”;—1(2))5 > y?

@2
si rifiuta Hy se % < X

. accettazione
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Esempio

Una macchina deve controllare la quantita di filo su
un rocchetto. Va considerata efficiente se la devia-
zione standard della quantita di nastro selezionata
non supera 1 0.15cm.

Un campione di 20 pezzi fornisce una varianza cam-
pionaria S? = 0.025cm?.

Si puo concludere che la macchina non e efliciente?

Hy = macchina efficiente.
o9 = 0.15, 0% = 0.0225

Le due ipotesi sono:
Hy : 02 < 0.0225 contro Hy : o > 0.0225

_ (n=1)S? _ 19%0.025
Vo= g = B~ 0111

e poiche 21.11 < 30.144 ., H va accettata.

10.5 Test sulla varianza di una popolazione nor-
male quando la media e nota

D possibile costruire test per la varianza anche quan-
do u e nota.
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In analogia a quanto detto per gli intervalli di confi-
denza la statistica da usare e:

- (X — M>2 2
U= oz An
i=1

1. bilaterali Hy : 0? = 0 Hy:0° # 0}

2. unilaterali Hy : 0 < 08 H,:0°> 08

3. unilaterali Hy : 0* > 08 Hy:0° < 0}
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accettazione

I
N
I
I
I
I
|
I
|
T

Xan

9

accettazione

2
lea,n
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Osservazioni

1) test sulla media con o nota

o sec.c. testrattoda N = Z = Saio N(0,1)

B

e se c.c. ¢ estratto da f(u, o®nota) qlg.
basta che n > 30 che per TLC = Z~N(0,1)

2

2) test sulla media con ¢ incognita

e se c.c. ¢ estratto da N ed n e grande si usa
ancora la statistica

Xn_,u()
S

NG

dove si sostituisce o incognita con S deviazione
standard campionaria.

Z:

~ N(0,1)

e sc c.c. ¢ estratto da NV ed n ¢ piccolo si usa

n — M0
Ty = iy tn—1
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3) test sulla varianza con p incognita

e se c.c. ¢ estratto da IV ed n e grande o piccolo
SI usa

(n —1)5° 5

V = ~
0_2 Xn—1

4) test sulla varianza con p nota

e sc c.c. ¢ estratto da NV ed n ¢ grande o piccolo

Sl usa ,
— (Xi — ) 2
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Spesso in statistica e necessario decidere se due
differenti approcci allo stesso problema hanno por-
tato al medesimo risultato oppure no. Nel confronto
tra parametri di due diverse popolazioni (p.es. nel
controllo della sperimentazione di un nuovo farmaco
o di una nuova procedura) ¢ possibile verificare che
due popolazioni normali abbiano la stessa media sia
quando le varianze delle due popolazioni sono uguali,
sia quando non lo sono.

10.6 Test sulla media di due popolazioni normali
quando le varianze sono note

10.6.1 Test bilaterale o a due code

Siano dati due campioni casuali indipendenti:
X1, ..., X, c.c. estratto da una popolazione normale
N(px, o5 nota)
Y1, ..., Y, c.c. estratto da una popolazione normale
N (py, 0% nota)

Si vuole verificare

I'ipotesi nulla Hy : ptx = pty
contro

I'ipotesi alternativa H; : ux # y
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Sappiamo che le medie campionarie X ,,, Y, sono
gli stimatori puntuali delle medie incognite px e uy,
percio Hy viene rifiutata quando | X, — Y,.| > ¢,
con ¢ costante opportuna da determinare in base al
livello di significativita a, fissato a priori. :

Poiche X, ~ E(/LX,_(%X) ed Y., ~ N(py,2), la
variabile casuale X, —Y,, ¢ ancora una normale con
media e varianza pari a:

E[Xn _?m] — HUX — My,

2 2
var|X, — Y] = On)f + (;;:.

Si consideri la variabile standardizzata

O'2 O'2
X

Quando H e vera la statistica del test € una normale
standard:

X, =Y,
ST =

0'2 0'2

T
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REGOLA:
si rifiuta Hy se |ST| > zg
si accetta Hy se |ST| < za

—Za <a
2 2
accettazione

Problema: Qual e il livello di significativita ” giusto”
da scegliere?

Prima si calcola il valore della statistica del test
cioe ST = v, poi la probabilita che una normale
standard, in valore assoluto, superi |v|. Questa pro-
babilita, detta il "p-dei-dati” del test fornisce il li-
vello di significativita critico, al di sotto del quale la
decisione cambia da rifiuto ad accettazione:

p-dei-dati = P||Z| > |v|] = 2P|Z > |v|].
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10.6.2 Test unilaterale o ad una coda
Hy:px < py contro Hy:pux > py

Per il test al livello di significativita « vale

REGOLA:
si rifiuta Hy se ST > z,
si accetta Hy se ST < z,

¢ il p-dei-dati = P|Z > v|, se ST = v.

Za
accettazione
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10.7 Test sulla media di due popolazioni normali
quando le varianze non sono note

10.7.1 Test bilaterale o a due code

Siano dati due campioni casuali indipendenti:

X1, ..., X, c.c. estratto da una popolazione normale
N con py e 0% incognite,

Yi,...,Y,, c.c. estratto da una popolazione normale

N con py e o3 incognite.

Ipotizzando che n, m siano GRANDI, per l'elevata
numerosita e lecito approssimare la varianza incogni-
ta o2 con la varianza campionaria S? in entrambe le
popolazioni e considerare la variabile standardizzata

(yn < ?m> — (ux — py)

52 52
°X | Py
n + m

~ N(0,1)

dove

n—lZ:1

1 — _
2 Z - 2
Sy_m—l._l(Y; Vo)
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Il test

Hy: px = py contro Hy : px # py
consiste nella seguente

REGOLA:
si rifiuta Hy se [ST™| > za
si accetta Hg se |ST™| < zg

con

s2 S2
N
n _|_ m

oppure si utilizza il metodo del p-dei-dati, come nel
caso precedente.

10.7.2 Test unilaterale o ad una coda
Hy:px < py contro Hyp:px > py

Per il test al livello di significativita « vale

REGOLA:
si rifiuta Hy se ST™ > z,
st accetta Hy se ST < z,

¢ il p-dei-dati = P|Z > v|, se ST* = v.
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Quesito: Quanto devono essere grandi 1 campioni?
Empiricamente n, m > 30, anche se a volte la soglia
minima e fissata a 20.

10.8 Test sulla media di due popolazioni normali
quando le varianze non sono note, ma uguali

10.8.1 Test bilaterale

Siano dati due campioni casuali indipendenti:

X1, ..., X, c.c. estratto da una popolazione normale
N con puyx e 0% incognite,
Yi, ..., Y, c.c. estratto da una popolazione normale

N con py e i incognite.

Nel caso in cui la numerosita dei due campioni non
sia elevata, si suppone che le due varianze siano ugua-
li, cio¢ 0% = o3 = 0 e si considera la variabile

standardizzata

Nel test
Hy: px = py contro Hy : px # iy
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tuttavia non si puo utilizzare la statistica

ST =
\/02(% +5)

quando Hj e vera, perche S7' contiene o

~ N(0,1)

2 incognita.

Procedimento
a) ottenere uno stimatore per o

2.
)

b) sostituire lo stimatore a o nella statistica ST.
Poiche S% e S% sono entrambi stimatori della varian-
za 0 (E[SX] = 0%, E[S}] = 0} e 0% = 0} = 07),
si considera una media pesata delle due varianze
campionarie, definendo lo stimatore pesato Sg di o

o (n—=1)8%  (m—1)S}
Sp: + .
n+m-—2 n+m-—2

Si puo dimostrare che, quando Hy e vera, la statistica

X,—Y,
1 1
¢%%+E>

cioe una t di Student con n+m — 2 gradi di liberta.
Quindi il test bilaterale al livello o consiste nella
seguente
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REGOLA:
si rifiuta Hy se |ST,| > tg pim-o
si accetta Ho se |ST,| < ta ym o

oppure si utilizza il metodo del p-dei-dati, dopo aver
calcolato ST, = v, per cui:

p-dei-dati = 2P[T, o > |V]].

_t%,nerfZ t%,n+mf2

accettazione

10.8.2 Test unilaterale o ad una coda

Consideriamo sempre:
Hy:px < py contro Hy:px > py

Per il test al livello di significativita o vale
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REGOLA:
si rifiuta Hy se ST, > tontm—2
si accetta Hy se ST, < tontm—2

e il p-dei-dati = P|T},+p—2 > 1|, se ST, = v.

ta,n+m—2
accettazione

Osservazione: In generale, se le popolazioni da cui
vengono estratti i campioni indipendenti non sono
normali, il teorema del Limite Centrale assicura che
X, Y,, hanno approssimativamente una distribu-
zione normale e quindi queste procedure sono appli-
cabili a patto che n,m > 30.

Esempio: Si vuole testare un nuovo farmaco per la
riduzione del colesterolo. Scelti 100 volontari, vengo-
no divisi in due gruppi da 50 'uno. I volontari non
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sanno a quale gruppo verra somministrato il nuovo
farmaco.

1° gruppo (X): nuovo farmaco

2° gruppo (Y) (detto gruppo di controllo): farma-
CO 1IN USO

[ dati raccolti sono:

X: riduzione media del colesterolo X, = 8.8,
varianza campionaria S5 = 4.5, B
Y: riduzione media del colesterolo Y, = 8.2,

varianza campionaria Sy = 5.4.

Questi risultati dimostrano al livello di significativita
del 5% che il nuovo farmaco e piu efficace? Cioe i
dati sono sufficienti a provare che pux > puy”

Si tratta di un test unilaterale sulla media:
Hy:pxy < py contro Hy:ux > py

dove bisogna utilizzare la statistica:

X,—Y, 8 —28.2
ST = _ 8878 — 1.3484

2 s2  [15 | 54
Vo tse Vet a
A livello a = 0.05, l'ipotesi nulla H( viene rifiuta-

ta se ST™ > zy05, dove 2905 = 1.65. Poiche questo
non e vero, non c'e sufficiente evidenza empirica per
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stabilire al 5% che il nuovo farmaco sia piu efficace
del vecchio.
Volendo utilizzare il p-dei-dati:

p-dei-dati = P|Z > v] = P|Z > 1.3484] =~ 0.089

che risulta > 0.05, quindi H{ non va rifiutata.
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