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9 Stima per intervalli

9.1 Intervalli di confidenza

Anche se la precisione della stima aumenta con gran-
di campioni, non e vero che una stima puntuale, va-
lore specifico di una statistica calcolata in corrispon-
denza di un dato campione, sia esattamente uguale
al parametro della popolazione che si intende stima-
re. A volte e preferibile determinare un intervallo per
il quale si ha un certo livello di fiducia o confidenza
che il parametro vi appartenga.

Quindi una stima per intervallo ¢ un intervallo co-
struito attorno allo stimatore puntuale (di cui si co-
nosce la distribuzione di probabilita) in modo che sia
nota e fissata a priori la probabilita che il parametro
vero appartenga all’intervallo stesso.

Tale probabilita e detta livello di confidenza e viene
indicato con (1 — )% dove a € (0,1) e la probabi-
lita che il parametro si trovi al di fuori dell'intervallo
di confidenza.

Nel caso di un campione casuale semplice di dimen-
sione n, estratto da una popolazione normale N (u, o%)
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si possono costruire intervalli di confidenza al livello
(1—a)% sia per la media p (con ¢ nota o incognita)
sia per la varianza o (con u nota o incognita)

9.2 Intervallo di confidenza per la media p

2

quando la varianza ¢ € nota

Xi~N(p,0?),i=1,...n =X, ~ N(u,%z)
La variabile casuale

Z, =22 F O N©,1)

¢ indipendente da u e quindi e la statistica idonea
per costruire 'intervallo per u, essendo o nota.

Si possono costruire intervalli bilaterali e unilaterali
destro e sinistro.

Intervallo bilaterale

Figura 28: Intervallo bilaterale
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Va € (0,1) z%:P[Zn>Z%]:%
= Pl—2¢ < Z, < 2] =1—«a

X, —
Sostituendo Z,, = T,u
NG
X, — i
P[—Z%< 5 <z%]:1—a
Vn
OVVero
P[X, — za <,u<yn+z%a]:1—oz
n n

intervallo di con-

—— O — o ) -
o X’ , X’ fidenza bilat. al
I = i Z% , X 1 24 livello (1—«) per
Vi

o
La lunghezza dell’intervallo bilaterale ¢
o

51222% -

- se n aumenta, £; cala = stima piu precisa.

-se (1 — o) aumenta, zg aumenta, ¢; aumenta = la
stima € meno precisa.

- se ¢ aumenta, £; aumenta.

(n, ) si possono controllare, o dipende dai dati.
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Intervalli unilaterali

Za ' PlZ, > z,| =

|

aa=a P[Z, < z,]=1— «

0

Figura 29: Intervallo unilaterale destro

X, _ - o
%<ZQ$H>X72_Z&—

Vi Vn

o . .
intervallo unilaterale destro

) er u al livello (1 — ).
\/ﬁ per j ( )

Area=¢

=, U
Figura 30: Intervallo unilaterale sinistro

o

NG

intervallo unilaterale sinistro per

al livello (1 — «).
\/ﬁ I ( )

Kl > 2= < X+ Za

B

— o
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Osservazione

Se viene a mancare l'ipotesi che la distribuzione del-
la popolazione sia normale, a condizione che n, la
dimensione del campione, sia sufficientemente gran-
de, in accordo con il Teorema del Limite Centrale

(n > 30)

X,y

o

Vn
e si possono costruire ugualmente gli intervalli di con-
fidenza.

~ N(0,1)

Esempio
Vogliamo calcolare

1.96

P[—1.96 < Z,, < 1.96] = / p(z)dz =
~1.96

) /O - o(2)dz = 2 ( / - o(2)dz — 0.5) — (tabella)

0

= 2(0.975 — 0.5) =2-0.475 = 0.95

e equivalente a

— 0] S o)
PlX,—196—<u< X, +1.96—
[ Jn SH AR
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intervallo di confidenza bilaterale al 95% per pu.

11 95% delle volte p si trovera ad una distanza non
superiore a (1.96%) dalla media campionaria dei da-
ti.

Posso concludere che col 95% di confidenza la media
1t della popolazione appartiene ad

— gl e o
I=(X,—196—, X, +1.96—
< vt ﬁ>
(1—a)=0.95
a =0.05, 9 =0.025
1.96 = Z% — 20.025

Voglio calcolare:

1.645
P|Z,, < 1.645] = / ©(2)dz = (tabella) = 0.95

—0o0

e equivalente a

— o
PlX, —1645—< = 0.95
[ N ]
intervallo di confidenza unilaterale destro al 95%,
cioe
I=(X,—1.645-2 +
— n — 1.645——, +00
Vn
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(1—a)=0.95

a = 0.05

Za — 20.05 — 1.645

[’intervallo di confidenza unilaterale sinistro al 95%
sara;

— o
I =1— X, + 1.645—
( o An ﬁ)

[ piu comuni livelli di confidenza
2o, = 201 = 1.28

l—a=90%=a=01 <
Z% = 20.05 — 1.645

= 2905 = 1.645
1 — o = 5% LS 4= h5E Ll ra=<50.05
Z% = 20.025 — 1.96

Za — R0.01 — 2.320

1 —a=9% = a=0.01 A
Z% = 20.005 — 2.08

Osservazione

Ci possono essere diversi intervalli di confidenza bi-
laterali che hanno lo stesso livello di confidenza.
P|—1.96 < Z,, < 1.96] = 0.95

ma anche

P[~1.68 < Z, < 2.70] = 0.95
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Problema: quale intervallo ¢ migliore?

Si sceglie I'intervallo piu corto.

Si puo dimostrare che I'intervallo simmetrico rispetto
ad X,, ¢ quello che rende minima "ampiezza dell’in-
tervallo bilaterale Ir.

Elsempio

Sia dato un campione casuale di dimensione n = 4,
estratto da una popolazione normale N(u, o = 3).
DATI: 1.2, 3.4, 0.6, 5.6

T, = T4 = 2.7 ¢ la stima per pu.

L’intervallo bilaterale simmetrico al 95% per u e:

3 3
(2.7 ~1.96- 2,27+ 1.96 - 5) = (—0.24, 5.64)

e l; = 5.88
Se usiamo P|—1.68 < Z,, < 2.70] = 0.95

ricaviamo:
3 3
(2.7 — 2.7 - > 2.7+ 1.68 - 5) — (—1.35, 5.22)

e {1 = 6.57 e piu ampio

Gli intervalli unilaterali in corrispondenza a z, =
20.05 = 1.045 saranno
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(0.23, 400) destro, (—oo, 5.16) sinistro.

In alcune situazioni si richiede che l'intervallo di con-
fidenza bilaterale abbia una lunghezza fissata.

Problema: determinare la numerosita del campione
che garantisca il risultato richiesto.

2
Da€]:2z%% = n = (22% : %)

(si approssima all’intero successivo).

Esempio

Dato un campione casuale estratto da una popola-
zione normale N(u,o0 = 0.2), calcolare n affinche
'intervallo di confidenza bilaterale al 99% per u ab-
bia lunghezza £; = 0.1.

l—a=099,= a=001= 29 = 20.005 = 2.08.

— D sy OO, .02
lr =2 2q NG 2+ 2.58 \/ﬁ:>

=n=(516-2)" ~ 106.5 = n = 107
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9.3 Intervallo di confidenza per la media p

2

quando la varianza ¢° non € nota

Non ¢ ora piu possibile usare la variabile casuale

Ly = f}l\;g poiche contiene l'incognita o e quindi
non ¢ una statistica.
Bisogna usare la statistica
_An— H
T=——~1t,1 (Teorema 5)

S

Vn

In analogia al caso precedente si costruiscono gli in-
tervalli di confidenza bilaterali e unilaterali destro e
sinistro al livello (1 — a)%, Va € (0, 1) sostituendo
alla deviazione standard o della popolazione la de-
viazione campionaria standard S e al percentili della
normale standard Z i percentili della ¢ di Student al
grado di liberta (n — 1).

— S — S - -
) Lr ) : intervallo bilate-
[ n t(_l”n_l ) n tQ,TL—l rale per
2 \/ﬁ 2 \/ﬁ perd

~ S intervallo unilat.
(Xn - t()éﬁ—l—? +OO> dx per u
N

Statistica per I'Ingegneria - E. Vuk 174




Universita degli Studi di Brescia

_ S . .

intervallo unilat.

(—OO,Xn + t@,n—lﬁ SX per

Quando o non e nota, I'intervallo costruito attraver-

so la t di Student e pitt ampio poiche le code della ¢
Sono piu pesanti.

—— N(0.1)

——— ¢ di Student convV =5

Figura 31: Normale standard vs t di Student

Elsempio

Sia dato un campione casuale di dimensione n = 4
estratto da una popolazione normale N (u, 0?). De-
terminare un intervallo di confidenza bilaterale al

95% per p.

DATL: 1.2, 3.4, 0.6, 5.6
Ty, =174 =2.7
s° % [(1 2)% + (3.4)* + (0.6)* + (5.6)* — 4 - (2.7)2]
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1l
s~ 2277

l—a=095=a=0.05=3=0.025

t%,n—l = t0.025,3 = (tabella) = 3.182

Uy =2tg, 10== {1 =23.182- s

= (; = 7.25 (piu ampio rispetto a 5.88 calcolato
quando o € nota)

Osservazione

Nella pratica si costruiscono gli intervalli di confi-
denza per p quando o non e nota per mezzo della ¢
di Student solo per piccoli campioni (n < 30). Per
grandi campioni si usa invece la normale standard
Z,, sostituendo alla ¢ incognita la S calcolata dai
dati.

9.4 Intervallo di confidenza per la varianza o>

quando la media © non € nota

Una stima per o puo essere determinata usando la
statistica
S2

V=n-1)—=~ X>_i, (Teorema 4)
o
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Intervallo bilaterale

Area —

g Nl

I

2 2

Figura 32: Intervallo bilaterale
P |2 <V < x3 =1-a
X1-9n—-1 X -1

sostituendo V' si ha

(n —1)5° 2
X%—%,n—l < o2 < X%,n—l
e 1)5? 1)5?
DS _ 0 (=)
Xa n-1 X1-9n—1
n—1 S 2 n—1 S 2 intervallo  bilaterale
= ( ) ( > p(;cr 0% quando ,Lj non

) ) T2
Xan-1  Xi-¢n-1

¢ nota
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Intervalli unilaterali

aacle P<V <y, =1-a
!

2
0< (?’L - 1)% < X(Qy,n—l

Area =y

a1

Figura 33: Intervallo unilaterale destro

S2
=0’>n—1)——
Xa,n—l
2
(n N ]‘>S _|_ intervallo unilaterale
= 2 ; T OO destro per o2
on n—1

Area=1-a P[V > X%*Q’,ﬂ-*l} = 1 — G}

Area —

Xam

Figura 34: Intervallo unilaterale sinistro

Statistica per 1'Ingegneria - E. Vuk

178



Universita degli Studi di Brescia

52
2
Xl—a,n—l

2
— (O, (n o 1)‘9 > intervallo ugﬂatcrale

=0’ < (n—1)

2 sinistro per o

Xl—a,n—l

Elsempio

Dato un campione casuale di dimensione n = 10, di
rondelle di spessore ridotto, estratto da una popola-
zione normale N (u, 0?), stimare o con g non nota.
DATT: spessori (in mm)

0.123, 0.133, 0.124, 0.125, 0.126

0.128, 0.120, 0.124, 0.130, 0.126

=T, =210 = 0.125

s =5 [(0.123% 4 0.133* + ... + 0.126%) — 10 - 0.1257]
~ 1.366 - 107"

Vogliamo determinare un intervallo di confidenza bi-
laterale per o2 al 90%.

1 —a=090,a=01=2=0051-2=0095
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Xﬁ,n_l — X(%.05,9 = 16.919

2

quindi

_1)s2 _1)s2
(n2 )s < o2 < (;’L )s

gn—1 1-5,n—1
diventa
9.1.366-10~5 9 _ 9.1.366-10~°

16010 <07 < T 3355

= (7.26 - 107°,36.97 - 107%) ¢ l'intervallo bilaterale

per o2

9.5 Intervallo di confidenza per la varianza o>

quando la media i € nota

In questo caso si puo usare la statistica

U= Z < s H) ~ %2, (Teorema 3)
i=1

e ragionare come nel caso 9.4, sostituendo alla sta-
tistica V' la statistica U (il grado di liberta ¢ n).
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2 2
2(Xi =)™ 20(Xi — )
i=1 i=1 intervallo  bilaterale
5 , 5 per o2 quando pu &
X%m Xl—%,n nota
- 2
> (X — ) | |
i=1 intervallo unilaterale
) —+00 destro per o? quando
2 /4 € nota
a,n
& 2
> (Xi—p)*) |
i—1 intervallo unilaterale
O7 sinistro per o2 quando

2 Sihdts
Xl—a,n [ € nota

SCHEMA

se o ¢ nota = N(0,1)
N . solo per piccoli
_ se o ¢ mmcognita = ¢, campioni 1 < 30
stima per p <
per n > 30
p— N (O, 1) sostituendo
\ o con s
\ 2
5 se (e nota = X

stima per o
N . 2
se p e mcecognita = x4

e la numerosita del campione non conta
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Esempi
(1) Stimare il numero medio di battiti cardiaci al
minuto di una popolazione normale N(u,o = 10)
considerando un campione casuale, di dimensione
n =49, avente Ty49 = 90.
Determinare gli intervalli di confidenza bilaterali per
w al 90%, 95%, 99%.

-(1—a) =090 = 5 = 0.05, za = 2005 = 1.645

90 — 1.645 - 2 < pp < 90 + 1.645 - 2

!
1 € (87.65;92.35)
0, = 4.70

- (1 — Oé) = 0.95 = % = (0.025, 29 = 20.025 = 1.96
¢ = 5.60

- (1 — Oé) =0.99 = % = 0005, Z% = 20005 = 2.98
= 7.36

Se (1 — «) aumenta, £; aumenta.
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2) Da una popolazione si estrae un campione di 16
oggetti di cui si misura il peso. Stimare il peso medio
1t della popolazione, sapendo che T4 = 3.42 grammi
e s = 0.68 grammi, con un livello di confidenza del
99%.

Poiche eseguo delle misure, anche se il testo non lo
specifica, la distribuzione della popolazione € una
normale N(u,o?). Bisogna stimare p con o?
gnita.

1nco-

n = 16 campione piccolo (< 30)
v =n — 1= 15 gradi di liberta della ¢ di Student
1 —a=0.99, 5=0.005

te n—1 = t0.005,15 = 2.947

342 —2.947 - B8 <y < 342 42,047 - 0
= 1 € (2.91,3.93)

(3) Dato un campione casuale di 16 studenti scel-
t1 da una classe quinta di una scuola superiore, se
ne misura l'altezza. E nota la varianza campionaria
s? = 37.09cm?.

Determinare un intervallo di confidenza bilaterale al
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95% per la varianza o? della popolazione costituita
da tutti gli studenti delle classi quinte.

Poiche faccio delle misure, la densita della popola-
zione ¢ una normale N (u, o?).

Per costruire un intervallo di confidenza per o2 quan-
do x4 non ¢ nota uso la statistica V' e quindi x2_;.

l—a=0.95,a=0.055=0.02,1-5=0.97
v =n—1=15 gradi di liberta della y?

X%,n—l = X3.025,15 = 27.488

2 9 i
Xl—%,n—l = X0.975,15 = 6.262
15-37.09 9 _ 15-37.09

7488 <0 < TGa62

= 02 € (20.23; 88.84)

4) Le misure di un campione casuale di 200 sferet-
te da cuscinetto prodotte da un macchinario, in una
settimana, forniscono i seguenti dati:

To0) = 0.824cm
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s = 0.042cm
Determinare un intervallo di confidenza bilaterale
per la media p della popolazione di sferette al 95%.

La funzione di densita della popolazione e una nor-
male N (u,0?).

La o non ¢ nota — dovrei applicare la statistica T,
ma la tabella della ¢ di Student arriva fino al grado
di liberta v = 50 e nel nostro caso v = n—1 = 199!!.
Poiche 1 grafici della ¢ e della Z sono simili, si puo
usare la N (0, 1) sostituendo a o incognita il valore
campionario s = (0.042.

l —a= 095, a = 005, % 3 0025, 20.025 — 1.96
0.042 0.042
= 11 € (0.818:0.83)
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